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| presente trabajo sobre Puntos Notables es producto de 
mucho tiempo de dedicación, así como una constante búsqueda de 
material bibliográfico, del mismo modo consulta a profesores y 
estudiantes, a los cuales va mi reconocimiento. 


El contenido va dirigido principalmente a un público 
preuniversitario, pero dados los temas abarcados, puede también 
ser útil como preparación preolímpica o material de consulta de 
algunos profesores. 


Se da inicio a la obra con una lista de los términos mas 
empleados en Geometría; se pasa luego a la definición de cada 
punto notable, se describe cada uno de ellos y se pasa enseguida a 
las demostraciones de las concurrencias y teoremas. Se da en 
algunos casos más de una demostración, los cuales pueden ser 
considerados, como guías, mas no son las únicas, ni las mejores, el 
lector debe intentarlo previamente y encontrará también nuevas 
formas. 


En una segunda parte, estudiamos con todas sus 
demostraciones, otros puntos notables y los temas denominados 
como selectos, el cual va dirigido a un público con mayor 
experiencia, es cierto que algunos temas aquí desarrollados no son 


motivo de preguntas de examen de admisión, se creyó conveniente 
incluirlo, por la constante búsqueda de dar respuesta a muchas 
interrogantes. En esa búsqueda se incluyó en algunos casos la 
inclusión de otros temas como: semejanza, relaciones métricas y 
áreas: algunos temas nuevos como homotecia, inducción en la 
geometría e inversión, los cuales se explican brevemente. 


La demostración dada al final, sobre el teorema de Morley, se 
desarrolla sólo con herramientas de geometría Euclídeana. 


En cuanto al desarrollo de los problemas, se resalta la 
clasificación de problemas: tipo anual, semestral, semestral 
intensivo y repaso, así como también se han incluido problemas del 
Cepre Uni, se presenta de esta forma con el objetivo de que el 
estudiante pueda ubicarse según el ciclo que se encuentre y a su vez 
que vaya avanzando. 


Se ha incluído también un grupo de problemas tomados de 
diferentes Olimpiadas Internacionales, con la finalidad de que el 
estudiante avance a mayores niveles cada vez. 


Julio Orihuela Bastidas 
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DI A A: Kokainas 


Conocer la definición de cada punto notable, así como su ubicación según 

el tipo de triángulo. 

» Estudiar los teoremas y características relacionadas a los puntos notables 
y analizar los teoremas recíprocos. 

» Identificar diferentes formas de concurrencia en diversas figuras. 

* Impulsar en el estudiante la investigación y el deseo de profundizar cada 

tema, así como su relación con otros temas. 


Con el afán de hacer más comprensible la presente obra, se va a utilizar la si- 
quiente terminología : 





3 CONCURRENCIA: 
Tres o más líneas son concurrentes 
cuando pasan por un mismo punto o 
si alguna(s) de las prolongaciones tie- 
nen un punto en común . 


Digno de atención debido a las pro- 
pledades que posee, por ejemplo: 


ase Segmentos concurrentes 
X 
concurrencia 


PEREIRA 
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Curvas Fuerzas > 3 PROLONGACIÓN DE UN SEGMENTO: 


concurrentes concurrentes + Prolongación de BA Prolongación de AB 


PE eo...o.ose.....”. 
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3 BISECAR UN SEGMENTO: 
Es cortar a un segmento en su punto 
medio, por ejemplo la mediatriz de un 
segmento lo biseca, las diagonales de 
un paralelogramo se bisecan, etc. 
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y NATURALEZA DE UN TRIÁNGULO: 
Generalmente se considera como la cla- 
sificación por las medidas angulares 
(triángulo rectángulo, acutángulo u 





punto de concurrencia 
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e.) 
NP : Bisectriz del ángulo exterior en N. 
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- IA A RAE sz Tresomás puntos son colineales cuan- 
M” equidista de N” equidistade ¿ do pueden pertenecer a una misma 
A y B. R, Ly 1. j recta. 
y a A, B, C y D son colineales. 
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1 PUNTOS CÍCLICOS: 


También llamados aferentes. Tres o 
más puntos son cíclicos cuando per- 
tenecen a una misma circunferencia. 
Al polígono que resulta de unir con- 
secutivamente dichos puntos se le 
denomina polígono inscrito o cíclico. 


A, B, C, D y E son puntos cíclicos. 





B C 
D 
A 
AT MS, E 
"19" equidista de AB, CD y PT. 
B e ABCDE: es un pentágono inscrito. 
B C 
D 
A 
E 
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a PUNTOS CONCÍCLICOS: 
Tres o más puntos son concíclicos 
cuando pueden pertenecer a una mis- 
ma circunferencia. 


Son aquellos puntos que pueden per- 
tenecer a un mismo plano. 


u POSTULADO: 
Es una proposición que se admite sin 
demostración 


ü TEOREMA RECÍPROCO: 
Un teorema es recíproco cuando tiene 
por hipótesis la conclusión y por con- 
clusión la hipótesis de un teorema 
dado. 


Ejemplo: 
TEOREMA: 


Todo punto de la mediatriz de un seg- 
mento equidista de los extremos de 
dicho segmento. 


TEOREMA RECÍPROCO: 

Todo punto que equidista de los ex- 
tremos del segmento pertenece a la 
mediatriz. 


Tener en cuenta que el recíproco 


de todo teorema no necesariamen- 
te es verdadero. 
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ü PROYECCIÓN ORTOGONAL 
SOBRE UNA RECTA: 





R 7 
Proyección Proyección 
de R sobre i de T sobre 
MA AB 
A n, o Saares 
A R B F 


Para el tema que desarrollaremos a la 
proyección ortogonal la llamaremos 
“proyección”. 


u REGIONES ISOPERIMÉTRICAS 


Son aquellas regiones que tienen igual 
perímetro. 


u REGIONES EQUIVALENTES: 


Son aquellas regiones que tienen igual 
área. 


| 













PUNTOS NOTABLES 





b; 


Te : l A NS A E: NA EE IN ad A TEA a R 
Es el punto o puntos de concurrencia de líneas (segmentos, rectas o curvas) 
sometidas a la misma definición. 






Q Punto notable 
del APQR 





G,: Baricentro del AACD. 


G>: Baricentro del A ABD. 
G3: Baricentro del A ABC. 


coe 
"e 


Ga: Baricentro del A BCD. 


s a a a i e a a a a AO e a te 


...….... 


Circunferencias 
de Apolonio. 
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3.1. LHL 


Es el punto de concurrencia de las 
bisectrices interiores. 


PUNTOS NOTABLES ASOCIADOS AL TRIÁNGULO 


En esta primera parte estudiaremos los puntos notables más comunes. 





De lo expuesto anteriormente se 
puede asegurar: “A todo triángulo 
se le asocia tres excentros”. 


3. TETAS 


Es el punto de concurrencia de las 
mediatrices (coplanares) de los la- 
dos de un triángulo. 


AABC: Acutángulo 


2. E 


Es el punto de concurrencia de las 
bisectrices de dos ángulos exteriores 
y la bisectriz de un ángulo interior. 





roo rro repro cooper oprrrrrrnorrrrorrroprrrrorrorprrprrmo..o... 


(1) Del latín, In: dentro de 
(2) Del latín, Ex: fuera de (1) Del latín, Circun: alrededor de 
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A ABC: Obtusángulo 





Así como el circuncentro la ubi- 
cación del ortocentro depende 
de la naturaleza del triángulo. 


- Del siguiente gráfico: 










Q 












De lo anterior nos podemos dar 
cuenta que la ubicación del circuncen- 
tro (dentro, en o fuera del triángulo) de- 
pende de la naturaleza del triángulo. 


A R C 








Se puede asegurar: 


- H: Ortocentro del A ABC. 
— A: Ortocentro del A BHC. 


-B: Ortocentro del A AHC. 

-C: Ortocentro del A AHB. 

- P: Ortocentro de los triángulos 
APH, APC, BPH y BPC. 

— Q: Ortocentro de los triángulos 
BQH, BQA, HQC y AQC. 


- R: Ortocentro de los triángulos 
ARH, ARB, HRC y BRC. 


3.5. ERA 


Es el punto de concurrencia de las me- 
dianas. 



















0,4. ORTOCENTRO” 


Es el punto de concurrencia de las al- 
turas (o de sus prolongaciones). 


AABC: Acutángulo 
B 








Baricentro del AABC. 


LALR PEFP 








De los puntos mencionados hemos visto 
que son siempre interiores el incentro 
y baricentro, son exteriores los excen- 
tros; y dependiendo de la naturaleza del 
triángulo el circuncentro y ortocentro. 
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recto, vertical (1) Del latín, Bari: pesado, peso 


' atin, Urto: 
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A continuación demostraremos las concurrencias mencionadas. 


4.1 CON RESPECTO AL INCENTRO 


En el gráfico vamos a demostrar: 





¡Método P- 
+ Se ubica Ren AC tal que AR=a 





e AABI=A AIR (LAL) 
= Bl=IR=f y m<IRA=ß 


e Puesto que m < IBC =m < IRA =ß el 
ABIRC es inscriptible. 
=> mXZIBR = mXICR = 0 


mAxXBCI = m<BRI = 6 
e ABIR:  Isósceles 


e Se traza HLAC, PLAB e 


= 
pH 
sl 


Método É; 





e Por el teorema de la bisectriz: 
IH=IP=r e IP=IT=5r 
> IH=IT=r 


ə Por el recíproco del teorema de la bi- 


sectriz, se concluye que Cl es bisec- 


triz. Se cumple: 


dd sena senð senó = send seny senf 


Soros rr rr rrrrr rr rr rr ARA RIA IA AA AAA AAA AAA 
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e Por el teorema de la bisectriz: 
EH=ET=R yET=ES=R 
> EH=E3=R 


e Por el recíproco del teorema de la 
— > 


bisectriz, se concluye que AE, es 





bisectriz. 


e De la observación: 
sena senw senf) = sena senó senf 
=>  senw =senúó 
w=0 


4.2. USAR EIA AA 


f > 
3 


En el gráfico vamos a demostrar: 





J 
4 
4 
i 





e Se ubica L en la prolongación de AC, 
tal que CL = BC =m 
e ABE,C= A CE,L (LAL) 
= BE. =LE, =f 
mAXCBE, = mE, LC =Q 
e Debido a que: 
mzZSBE, = mXE, LA = Q 
el AABE,L es inscriptible 
=> mAXE,BL = mxXE,AL =06 ; y 
maXBAE, = máBLE, = 0 


*.o. o. +... 


-. Lo... osos” »o»os 


e ABE L:  Isósceles 
w= ð 


AAA AAA AAA AAA AAA AAA AEREA 





Laa 
UZCAN 


e Usando la observación de 4.1, cuan- 
do P es exterior. 
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4.3. PULSAR LA 


A) En el gráfico se va a demostrar: 








senw sen8 sena = senó sen sena 
=> senw = senú 





0=4 





e Trazamos OA, OB y OC 





En el gráfico se demuestra que x=y, para 
ello debemos proceder análogamente al 
caso anterior. 





ə Porel teorema de la mediatriz: 
OC=0A=R y OA=0B=R 
=> OB=0C=R 


Nota 


Se verifica entonces que relati- 
vo a cada lado encontraremos la 


concurrencia. dd 
e Con lo cual el ABOC es isósceles, 


como OS es mediana también debe ser 
altura. 


a z= 





Porro osos rar rre reee A O A A A 
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e Puesto que el AAOC es isósceles, po: 
teorema, tenemos: 


X= 90° 








Caso|2 


En el gráfico se 
demuestra x=y, 
para lo cual de- 
bemos proceder 

y 


de análogamente 
al caso 1. 







e Como AP=PB=a y PO//BC, por 
el teorema de los puntos medios: 
m=n 
æ Puesto que BQ=QC=b y AO=0C=m 
= 00 es base media A ABC. 
x = 90° 


4.4. GON RESPECTO AL ORTOGENTRO 


En el gráfico tenemos que demos- 
trar: 


C) En el gráfico vamos a demostrar: 











e Trazamos PQ 





A 
e Debido a que: 
maxXAPC = mx£AQC = 909 
el DAPQC es inscriptible: 
=> mAXPQA =mxPCA =Q 


Mor el teorema de la mediatriz: 
AO =BO=R y BO=0C=R 
>. ¡A0=0C=RK 


PRADA 






cufia 


e Puesto-que m<BPH = m<BQH = 90° 
el APBQH es inscriptible: 
=> m<HBP = m<HQP = a 
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e Como AL=LC=n y LG//SC por el 
teorema de los puntos medios en el 
AASC, se tiene: AG=GS=2f . i 


e En AHLC por ángulo exterior : 
x = 902 


En el gráfico de- 
muestra x=90°, 
para lo cual nos de- 
bemos percatar que 
se trata del mismo 
caso anterior. 





5.5. CON RESPECTO AL BARICENTRO 


En el aráfico demostramos: 


e Como BN=NC=m, mxBNS = mxGNC 
y GN=NS=f: AGNC = ABNS(LAL ) 


= mAXSBN = mxgNCG =90 


e Debido a que AG=G5S=2f y GM//BS 
(alternos internos), por el teorema de 
los puntos medios en el AABS . 


. a=D 














MUDO TL 
Tener en cuenta que al trazar dos 
líneas notables similares la ceviana 
que pase por el punto de corte ten- 
drá la misma característica de dichas 
líneas notables. 





e Se prolonga AN hasta S, tal que 
CS//LG . 





e Ya que mxGBN=ma4NCS=B (ángulos 
alternos internos), BN=NC=m y 
mAxXBNG = mXSNC = 4: 


ABGN=ANSC (ALA) = GN=NS=£ 


y CE: Bisectrices RM y PN: Medianas 


rrororrrr rr rr rr rr rr IIA III ARI Ar rr rr rr rr rr AAA 
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[EX] CIRCUNFERENCIAS INSCRITA, 


Recordar: (Postulado de Euclides) 


Por un punto arbitrario como 
centro y un radio cualquiera se pue- 
de trazar una circunferencia. 


Gráficamente; 












K Si: AO=R 
pe BO=R y 
; CO=R 
D Entonces: 






GO E: puede trazar 


una circunferencia 














Por lo estudiado en el incentro, sa- 
bemos que dicho punto equidista de 
los lados del triángulo (IP=IT=IH=r, 
ver demostración 4.1), por lo tanto 
(por el postulado de Euclides) el 
incentro es el centro de una circun- 
ferencia de radio r, la cual es tan- 
gente a cada lado del triángulo, 
como se muestra a continuación. 





CIRCUNFERENCIA INSCRITA EN EL TRIANGULO 


Es la circunferencia tangente a los 
tres lados del triángulo. 


circunferencia 
inscrita en el AABC 


í incentro del A ABC 
«centro de Y, 


r: inradio 





EXINSCRITA Y CIRCUNSCRITA AL TRIÁNGULO 


$ os 


PODA AIDA 
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* De forma similar a los estudiado en el 
incentro podemos concluir: 





5.2 CIRCUNFERENCIA EXINSCRITA EN EL TRIANGULO 


Es la circunferencia tangente a un lado 
y a las prolongaciones de los otros dos 


() Exinscrita OExinscrita 
al AABC al AABC 


relativo a AB relativo a BC 





OExinscrita 
al AABC_ 
relativo a AC 


- E,: Excentro del AABC , relativo a BC 
- Eş: Excentro del AABC , relativo a AC 
- E; Excentro del AABC , relativo a BA 
- Rx: Exradio del AABC , relativo a BC 


Lal 
CUZCANQ 


Ha 





- Rẹ: Excradio del AABC , relativo a AC 
— R.: Exradio del AABC , relativo a BA 


* Lo mismo ocurre con el circuncentro. 


REA CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA A UN TRIÁNGULO 


Es aquella circunferencia que pasa 


por los tres vértices. 






GACircunscrita al AABC 
E - Circuncentro 
O: del AABC 
- Centro de Y 
R: Circunradio 
A 
Gtangente (Gtangentea Q 
B a AC RO y PR 
A > E R 


En ambos casos las (3, no son inscritas. 


Q tangente a QR y 


tangente 
O qe a la prolongación 





PE IC TERA AAA 


t 


En 
= 
= 
Si 
2, 
> 


No están 
circunscritas 





Observación 10 7 
Si O: Circuncentro del A ABC: 


B => AO=BO=CO=R 





Si O: Circuncentro del AMNL: 
=> MO=NO=LO=R 





En ambos casos se podrá trazar 
una circunferencia de centro O y 
radio R (lo cual daría mayor pa- 
norama para la solución de algu- 
nos problemas). 
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[CA] TEOREMAS FUNDAMENTALES 
81.431,00 6.2.01 La 


La medida de un ángulo cuyo vérti- La medida del ángulo cuyo vérti- 
ce es el incentro y sus lados pasan ce es el excentro relativo a un lado 
por dos vértices de un triángulo es y cuyos lados pasan por los vérti- 
90° más la mitad de la medida del ces de dicho lado es igual a 90° 
ángulo interior en el tercer vértice. menos la mitad de la medida del 
MET Tacentro del AABC . ángulo interior en el tercer vértice. 





Si E.: Excentro del AABC , relati- 


voa AB. 


Dado que I es incentro, sabemos que 
Al y CI son bisectrices. Por teorema 
de ángulos entre bisectrices: 





e Así como en el teorema anterior, del 
tema de triángulo se concluye: 


0 
=90%+-= 
x r3 


0 
¿ap A 
2 





Me observa que: m<AJC = 90%+5 


pon lo cual no podemos afirmar que 
vs incentro, nos faltarían condi- 
lones las cuales analizaremos en las 
páginas siguientes. 





T no necesariamente es un excentro 


del AABC . 


a a EEEE EEEE EEEE EEEE EEEETEETTEEETETTTETTE 
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6.3. MAA 


La medida del ángulo cuyo vértice 
es el excentro relativo a un lado del 
triángulo y cuyos lados pasan por un 
extremo de dicho lado y el tercer vér- 
tice del triángulo es igual a la mitad 
de la medida del ángulo interior en 
el otro extremo. 


Si E, : Excentro del ABC, relativo a 


Si O: Circuncentro del ABC. 


E, 





e Trazamos OB. 





e Como O es circuncentro. 
=> AO=BO=CO 
=> AAOB y ABOC son isósceles 


La demostración es análoga a las ante- 
riores. 


e Por propiedad A: aha! 
(+) 


+ En “B”: arp=0 
=> x=20 
x= 20 





6.4 MELIA 


En todo triángulo la medida de un 
ángulo interior agudo es la mitad de 
la medida del ángulo cuyo vértice 
es el circuncentro de dicho triángulo 
y los lados pasan por los vértices no 
correspondientes al ángulo mencio- 
nado. 





AAA A A A 
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6.5. MAA 


En todo triángulo un ángulo interior 
y el ángulo cuyo vértice es el 
ortocentro de dicho triángulo y sus 
lados pasan por los vértices no co- 
rrespondientes al ángulo interior 
mencionado son suplementarios. 








Si H: Ortocentro del ABC : 
B 


, . Trazamos OL. 









* AMLO,AMNO y ALNO son isósceles. 
=> m£0NL=mx2ONL = a. +0 


e En M: x+0a=0a+20 


X 
9=2 
2 


e SiO: Circuncentro del AABC . 





e Como H es ortocentro = AP y CQ 
son alturas. 


e En AQBPH: 
x + 0 +1809= 360° 


“. x+0= 180° 


Pero or rr rrrrrrrrrr AAA AAA AAA AAA 


MIT III ETC 





Si, H : Ortocentro del APQR 





La demostración es análoga a la ante- 
rior. 


6.6. MALA 


En todo triángulo el baricentro divi- 
de a la mediana en dos segmentos 
cuyas longitudes están en la razón 
de 1 a 2, siendo el de mayor longi- 
tud el segmento cuyo extremo es un 
vértice del triángulo. 


Si G: Baricentro del AABC 





Loro rreeropPLIePeRIIIIIAIIIIAIIIII A AAA AAA Ar a 











GEOMETRÍA 


Trazamos las medianas CN y BM, 
las cuales pasan por el baricentro 6. 


=> AN=NB=n y 
AM =MC =m 


Luego prolongamos CN hasta S, tal 
que AS//MG. 


Puesto que AM=MC=m y MG//AS, 
por el teorema de los puntos medios: 


AS = 2a 
AASN = ABNG A.L.A. 
z. b=2a 
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EA CRITERIOS PARA INDENTIFICAR LOS PUNTOS NOTABLES 








7.2 


7.1 MA 


Cuando se quiere ubicar o reco- 
nocer un punto notable por lo ge- 
neral bastara trazar dos líneas de 
la misma característica (ya sean 
por ejemplo dos bisectrices, dos 
medianas, dos alturas, etc.) o tra- 
zar solo una de ellas y el punto al 
que hacemos referencia se encon- 
trará sobre dicha línea. 


B 
D 


¿Pros ocr>>po..s 


En adelante al trazar dos líneas de 
la misma especie el punto de in- 
tersección será un punto notable 
(por ejemplo la intersección de dos 
bisectrices interiores es el 


incentro). 


Baricentro a 








a 
b b 
pS a + 90° + 0 + B = 180" 
=> 0a+0+P=900 1) 
e A ABCI: 
90% +0 = a + 20+ 
E y pe s = 90°=@a+80+¢¢  ...(II) 
En BD se En CM se 
encuentra encuentra e De (1) y (11): 
el incentro el baricentro B=4 , con lo cual CI es bisectriz, por 


lo tanto del criterio principal, se dedu- 
ce que | es incentro del ABC. 


Poseo btr?>eseoeeo?eroeso ooo? ooooooo ooo? eo do eo dedo doo soso” 
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7.3 e AABC: Por el teorema 6.3 
B 
AY => Psg = 1 => B = b 


—> 
e Al: Bisectriz interior AABC 
l es incentro del AABC 


A A C 
Si: mZABI = m<IBC=0 y 
mXZAIC = 90° +0 





A 


e Prolongamos Al hasta H, tal que 
mXIHC = 90° . 


e AIHC: Por ángulo exterior 
=> mAZHCI=a 





e Se prolonga BI hasta el excentro E 
del AABC . 


+ Luego trazamos EA y EC. 
e Por el teorema 6.2, en AABC : 
mZXAEC = 90” —a. 
e Debido a que: 
mXZAIC + m<AEC = 1809 


El DAICE es inscriptible: 
= mXIEC = mxlAC = 6 





e Prolongamos AB y CH hasta que se 
corten en $. 


Prrrrrr rr rr rr rr rr rr rr rr AAA? 





e Dado que: mxABl=mxICS = q 
el ABSCI es inscriptible 
=> mAZIBC = mx ISC = Q 


Como mxISC =mxICS=au el AISC 


es isósceles => SH=HC=m 


e Con lo cual el AASC es isósceles 
= mxSAH=mxCAH=f 
I es incentro del AABC 





AAIE rr III 


e Prolongamos Al y trazamos la bisec- 


triz exterior CS: 


mxXBCS = mxSCN = qu +08 


e En Te 


mAÁSIC = 180° (90% +a) = 90° =o 
m< BIS = 90° +0 - (90° —a) = a +0 








Trazamos BS, debido a que: 


mA4BIS =mxBCS=a+0 = BICS 
es inscriptible. 


=> mAÁSIC = mxXSBC = 90° -o 


En “B”: mxLBS =90-a 


Luego podemos notar que BS y CS 
son bisectrices exteriores para el 
AABC , por el criterio principal AS es 
bisectriz, es decir: 


mxBAS = mxSAC = 0 


En AAIB, por ángulo exterior 
mAZXABI = & , luego mxXABl = mXIBC , 
es decir BI es bisectriz del XABC . 


z Ll Incentro AABC 
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Si : mZABC = 2(mxAEC)=2a y 


mAXBAE = m4CAE = ß : | 
- ES e ACAE: Por ángulo exterior: 


4 A y 





=> P+0=y M1) 
e YA: a+20=Yy+0 
=> a+b=y MI) 


e De (I) y (I): «a=8B 
E es excentro del AABC . 





e AACE: Por ángulo exterior : 


e A B+2a=x+0: 
> x=a+B (1) 


> 
e De (I) y (II): x=vy es decir CE bi- 
sectriz, por el criterio principal : 
E es excentro AABC . 


7.6 





Si : mABC=2(mxAEC)=20 y 


ES 


maxBAE = mXEAL = y 


1 
- ~ 
, o 2 7q — a ya 





ou. e 4 s 
E E NNC PSS IIn n >48 y A 3 

e ma kta E 4 ` Eral 
AREA NA LAR L EDN ea 


AENA EEE a a a a a a a a a 
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e ABEC: y+a+90-9= 1800 


=> y=90%+0-a PA ii 
. 4: x+0=20+90°-90 
= x=907+0-0u (1) 


» De (1) y (II): x=y 
= E es excentro del AABC . 





e Dado que: m<QPM =m<MPR=y, 
por el criterio 7.5 


M es excentro del APQR . 


P 7.9 


Si m4NQL =900- TAM =90*-a 


y MNMQ =mxOQML = q 


A a a a aT] 
A. O E AO YE aa y A Ea 
<: Excentro del AMNL 
EI AD ARANA OI T oe e OT E A, S NES xX 








Método PP 
P 


leamos S en PM tal que 
ROS =a, 

o m4RMP = m<RQS = q, al tra- 
RS el OMQSR es inscriptible. 
= mxX£0QRS=mxQMS =ß 


| criterio principal PS es bisectriz 
w del APQR . 












ELHCLCPHILALAOLELOLICLILLIALACLILLIIIIIAIIAIIICIIIIAIIICIIIAIIIIIAIAIICIIIICIS 








e Trazamos LH 1MQ y prolongamos 
LH hasta que corte a MN en S. 


e Debido a que: 
mAxXNSL = m4NQL = 90—a 
El ANSQL es inscriptible: 
=>  mA4SNQ = m4SLO = x 
mxXLSQ = mXQNL = y 


e En AMSL: MH es altura y bisectriz 


MH es mediana, con lo cual el ASQL 
es isósceles => x=y 


-. Q es excentro del AMNL . 


Método F- 





e Por el criterio principal sabemos que 
el incentro I del AMNL se encuentra 


en MD. 
e En AMNL: mAxML=mXILN=80 y 
mANIL = 90° +0 


» Como mĒZ<NIL+m<NQL =180° el 
DNILQ es inscriptible. 


=> mAILN = mXIQN = 0 


e Aplicando el criterio 7.5. 
Q es excentro del AMNL . 





A A AAA 
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7.10 





Ai 





e A a+B+0=20 >» P=0-a 
e Con lo cual el AAOB es isósceles 
= BO=R 


e Puesto que AO=BO=CO=R, por el 
criterio principal. 


-. O es circuncentro del AABC . 


7.11 





O 
Si: mZMON = 2(mxMLN)=20 y 
ON =0L =R 
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Debido a que EL=LF=R el ALFE 
es isósceles. 


=> mAXLEF =mxLFE = Q 


AN OL: Isósceles 
= MONL = mxOLN = a +0 





M: P+20=a+0+0>fPB=a 
e En “S”: a+fB+0=1802 ...(l) 


e ADEFL: 
0+0a+B+a+20=3602  ...(I1) 


Con lo cual el AMOL es isósceles. 
=> MO=R 





De (I) y (II): B=% , con lo cual DL=R. 
L es circuncentro del ADEF. 


rar, 







O es circuncentro del AMNL . 
7.13 


mA DLF = 2(m4DES)=20 y 
IBeLF=R 








e Trazamos OB y la altura OM del A 
isósceles AOC. 





> 
o 
+ 
+ 
> 
> 
> 
< 
> 
de 
4 
+ 
> 
+ 
> 
eS 
y 
+ 
+ 
+ 
eS 
> 
> 
ES 
> 
> 
$ 
«e 
«> 
+ 
ES 
$% 
= 
+ 
> 
i que MO=NO=LO=R, podemos + 
+ 
> 
> 
> 
+ 
+ 
+ 
> 
> 
e 
+ 
de 
+ 
+ 
> 
«e 
> 
> 
$% 
«e 
«e 
+ 
> 
pa 
as 
> 
Ze 
Da 
+ 
> 
> 
«e 
-> 











=> AM=MC=m y m2MOC=0 


ə Luego al trazar la altura ON del 
ABOC , nos damos cuenta que el 
DOMCN es inscriptible. 


=> mX4MOC = mxMNC =0 
e Como: AM=MC=m y 
MN//AB => BN=NC 
e Por lo cual el ABOC es isósceles: 
=> OB=R 
~. O es circuncentro del AABC . 
7.14 


PRN 
i AA 


N eN 2 
a AN y RS 
np E e ES 





Si : mX4KML = 2(mxKJL) = 28 y 


KM =ML =R 





SLP III IA Ar AAA AA AAA AAA 
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Trazamos MJ y la altura MP del A 
isósceles KML. 


Con lo cual: 
mxKMP =80 y KP=PL =m 
Luego al trazar la altura MQ del 


AJKM , con lo cual el AKQMP es 
inscriptible. 


= maxKQP = mxKMP =0 
Dado que KP=PL=m y QP//JL 


= JQ=QK (por el teorema de 
los puntos medios). 


MQ es altura y mediana del AJKM 
= el AJKM es isósceles > JM =R 
Puesto que: JM = KM =LM =R 


-. Mes circuncentro del AJKL . 


7.15 








Si: m<MOL = 2(mxSNL)=28 y 





Ww lraza la altura OH del A isósceles 

MOL. 

teorema: MH=HL=m y 
mAXMOH = 0 


Mego ubicamos el punto B en MN , 
Al que m<MBO = 90°. 


j A que: 
ÆMBO = mxMHO = 90° 





` 
e 
+ 
+ 
+ 
eS 
+ 
a 
A 
de 
+ 
e 
+ 
- 
«e 
+ 
$ 
% 
+ 
$ 
> 
+ 
+ 
> 
xd 
+ 
+ 
> 
+ 
L 
+ 
+ 
+ 
> 
% 
Ged 
+ 
+ 
as 
e 
> 
> 
+ 
+ 
% 
> 
+ 
+ 
$ 
$ 
> 
> 
> 
> 
> 
+ 
> 
+ 
ES 
+ 
“o 
+ 
+ 
s 
+ 
+ 
+ 
$ 
+ 


El AMBHO es inscriptible. 
=> m2Z4NBH = mxMOH 


=0 


Por el teorema de los puntos medios 
en el AMNL = MB =BN, con lo cual 
el AMNO es isósceles, es decir ON=R. 


*. O: Circuncentro del AMNL . 





Si mxBOA = 2(mxACB) = 


20 y 


m<BOC = 2(maBAC) = = 29 





Se ubica M en BC tal que 
AM=MC=fÍ', 


con ello m4MAC =« y por ángulo 


exterior mXxAMB = Za . 


Aa 
CUZCANGQ 
e Dado que: 

mxXBMA = m<BOA = Za 


El DABMO es inscriptible. 
= m<BOM = mXBAM = $ - a 





e En “O”: mxAOM = m4MOC = a + P 
e Dela observación posterior: 
AO=0C=R 
e Como AO=0B=0C 
~ O: Circuncentro del AABC . 





mxAOM =mxXMOC =a+fB y 
AM=MC=f, 
vamos a demostrar que AO=0C, 
para ello: 
+ Prolongamos AO y í CO hasta E y 
D, tal que MD y ME perpendicu- 


lares a CO y AO respectivamente. 


e Se nota que : 
máMOE = m4MOD = 180? <a + f) 
por el teorema de la bisectriz. 


=> MD=ME=a 
e AMDC = AMAE 
=> m2ZXMAE = m4MCD = (wm 


AO=0C=R 





PIPA rr rr rr rrAAAI?A? 
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Si: mNQL = 2(má4NML) = 20 y 
mxXMON = 2(mxXNLM) = 2ß 





Se ubica el punto S en ML , tal que 
NS=SL=£ 
=> m£SNL = m<SLN =ß 
y por ángulo exterior m<NSM = 2ß 
Puesto que: 
mxX4NSM = m4NQM = 2ß 
El OMNSQ es inscriptible. 
= mzZNQS =mxNMS = al 


En “Q”: mSQL =Q 
De la observación siguiente : 
NQ=QL=R 


Por el criterio 7.14 se concluye. 
-. Q: Circuncentro del AMNL 











E 


Se sabe que mxNQS = mxSQL =Q 
y N5=SL=f, con lo cual demos- 
Haremos que NQ=QL, para ello. 


+ Trazamos SB y SA perpendicu- 
lares a NQ y QL. 


* Por el teorema de la bisectriz 


© BS=SA=a y BQ=QA=c. 


ANBS = ASAL 
=> NB=AL =b 


Con lo cual se nota: NQ=QL=R 









maAMON = 2(XMLN)=2a y 
máMOL = 2(m 





LAA IIA AA AAA AI IIA 
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ə Se ubica Q en ML, tal que: 
NQ=QL=f => mX0QNL =Q 
y  mxX4NQM = Za 
e Como mxX4MON = mxMOQN = Za 
=> AMOQN es inscriptible 
=> mAZ0Q0N = mxXQMN =0-a 
e En “O”: mxQOL =0-a 


y 


e Dado que: 
máNOQ = mx£QOL =08-a 
y  NQ=QL=f£ 


de la observación del criterio 7.16 te- 
nemos que ON=0OL=R. 


e Del criterio 7.11 se concluye: 


“. O: circuncentro de AMNL . 
7.19 





Si: m4BAH =mxXBCH=B y 











Prolongamos AH y BH hasta que cor- 
tena BCy ACenQ yP 
Debido a que: 
m<QAP = m<QBP = a 

El DABQP es inscriptible: 

=> mMmBAQ=m<BPQ=ß y 

m<APB = m<AQB = 0 

Como mxHPQ =mZ<HCQ=fß = el 
DPHQC es inscriptible 

=> m<HPA = mxXHOQC =0 


En “Q”: 0+0=180* => 0 =909, con lo 


cual AQ y BP son alturas del 
AABC , entonces se concluye. 


+. H: Ortocentro del AABC . 


7.20 





- -4 


meee aeoeneo nr re. Oeo CPP Poo n.enroroerrrenporsr a a a a aaa 
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e Prolongamos BH y CH hasta que 


cortena AC y AB enQyR. 
En “H”, de las condiciones : 

mxXZRHA =Q y m4AHQ =0 . 
Puesto que: 


mAXRAS = m£RHO = a + 0 


El AARHO es inscriptible: 
=> mxARH=mxHOQC=0 y 

mXRQA = mxXRHA = a 

Luego ya que: 
mxXRQA =mXRBC=xaw, 

El ARBCO es inscriptible: 

=> mAZBRC =mxBOC=06 
En “R”: 6+4=180% => 6=90", con 


lo cual BQ y CR son alturas del 
AABC - 


H: Ortocentro del AABC 
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7.21 
LW 






Si AABC : 


z $ J X n - 
: Ds AA , A 





ubica A' en LC, tal que: 


AL=A'L=a 
lo cual:  AH=HA'=£ 
y AB=A'B=m. 
» AA'BH (LLL) 


maABA'H = mxBAH = q. 
mxABH = mxA'BH=0 
W mxHA'B=mxHCB=a0 


WCA'H es inscriptible 
— MAHBA' =mxHCA'=0 


kai A A a 





Escaleno, BL es altura del AABC 
- y má4BAH = mxBCH = Q. 












y 


AECE RALERPECCOPOELAFEERECENEPESESERI FAS EEN Arr root irikia 
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Luego por el criterio 7.19, 
H: Ortocentro del AABC . 


Isósceles (AB=BC) 


Para todo punto 
de la altura BL 


del AABC , se 


cumple que: 


m<BAQ =mxBCQ=a , por lo tanto 
Q no es ortocentro. 





Si BL es altura del AABC y el 
DPBQH es inscriptible. 





dera ÓN 


pro A 
ca o oo St 0METRÍA 





e Como el APBQH es inscriptible: + Demostración 
s 
= @+ß=180° e 


e Prolongamos BL hasta H' tal que: 
HL=LH' => mXLCH'=0 
y  AAHC=AAH'C 
Luego: mxAH'C =ß 





A 
e. Debido a que: 
mxXABC + mxXAH'C = 180? 


e Trazamos Z /[MG. 

+. Luego la prolongación de AG corta a 

BC y F enNysS. 

e Dado que: AM=MC=a y 
MG//SC = SC=2(GM)= 2£ 


(base media). 


El DABCH' es inscriptible: 
= mxABH'=mx4ACH'=0 
e AHLC: mxLHC= 90-80 


e ABGN = ANSC (ALA) 
> BN=NC=n 
con lo cual AN es mediana. 


e En ABPH : mx4APH =90% con ello 
tendremos CP es altura del AABC . 


-. H es el ortocentro del AABC . 
e Por el criterio principal se concluye. 


7.23 -. G: Baricentro del AABC . 
7.24 
N 
A a M a c a 
Si BM: mediana del AABC y A C 
BG = 2(GL) = 2£ Si: BG=2(GM)=2f y 
BN =NC =a 
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C trazamos Z AN. 

Mec 2 prolongamos BM hasta que cor- 
lua Z enS. 

Pu to que: 

BN=NC=a y SC//GN 

+ BG=GS=2f£. 

AGM = AMSC (ALA) 

=> AM=MC=n 

lo cual BM es mediana. 

4 G: Baricentro del AABC 


EN 





de «e 


AAA AAA AAA ARRE ERE 
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Si: BG=2(GM)=2f y 
CG = 2(GN) = 2n 





Se traza la base media PQ del 
ABGC : i 
= BC = 2(PQ) = 2a 
y BC//PQ 
AMGN = AGPQ (LAL) 
=>MN=a y MN//PQ 


Como: 


MN//BC y MN ==> =a 


entonces MN es base media del 


AABC : 
=> AN=NB y AM=MC 


“. G: Baricentro del AABC . 





GEOMETRÍA 
TEOREMAS PES 
8.1. ASOCIADOS AL INCENTRO | 


(A: En todo triángulo la longitud del seg- 
mento contenido en un lado cuyos 





e Por teorema: AP=A0O=x; 
CP=CR=z: BQ =BR = y 


e Del gráfico : 


extremos son un vértice y un punto y+z=a (1) 
de tangencia determinado por la cir- e (1) 
cunferencia inscrita es igual al 

x+y=cC ... (UI) 


semiperimetro de la región triangular 
menos la longitud del lado opuesto 


e Sumando (1), (II) y (UI) : 
a dicho segmento. 


2x+2y+2z=a+b+c 
2p 


=> X+Y+Z=P 
e De (1), (II) y (Ill) : 
x=p-a ; y=p-b y 2=p-c 


@ En todo triángulo el punto de inter- 
sección entre la bisectriz de un ángu- 
lo interior y la circunferencia circuns- 
crita equidista de los otros vértices y 
del incentro de dicho triángulo. 








Si l: Incentro del AABC 


> Asoc 
e Como | es incentro. 


=> mXBAl=mxCAl=a y 
mxXABl=mxXIBC = $ 





wee E ETTALL ELLA AAE a e a rr rr rr 


ə Sean PQ y R los puntos de tangen- 
cia. 















ángulo inscrito: 
mxXCAP =mxACP =8B 


=> AAPC isósceles > a=c 


AABI: Por ángulo exterior 
MP =a+fB , entonces el AAIP es 


les => a=b 





 a=b=c 





ii a a a S e i k A o a a a ELLE CATES ETTET EEES O 


En todo triángulo un vértice, el 
incentro y un excentro son colineales. 
Incentro 


relativo a 
BC 


8.2 ES Apo 


@ En todo triángulo la distancia de un 
vértice al punto de contacto entre la 
circunferencia exinscrita, relativa al 
lado opuesto al vértice mencionado, 
y la prolongación de un lado es igual 
al semiperímetro de la región trian- 
gular en mención. 


p: semiperímetro de la región ABC. 














e Sean los puntos de tangencia P, Q y T. 
e Por teorema: AP=AT=f 
CQ=CT=f-b ; BQ=BP=£-c 


ə BQ+QC=BC => l-c+l-b=a 
2f=a+b+c 
ad 





e BE,: Bisectriz del 4LBC 

mXLBEa = mxCBEa = Q 
e DAMBC: Inscrito => mZ<MAC =Q 
e Por ángulo inscrito: 


mAM = mMBC = 2a 


Esto ocurre por que: b+n=p 
brm=p 





8.3 PURA A UA AL 





@ Dado un triángulo, la recta que pasa 
por un vértice y uno de sus excentros 
biseca al arco de circunferencia cir- 
cunscrita a dicho triángulo cuyos ex- 
tremos son los otros vértices. 


@ En todo triángulo, el cuadrilátero cu 
yos vértices son el incentro, excentro 
y los extremos del lado al cual es re 
lativo el excentro, es inscriptible. 





A 
Si l: Incentro del AABC 
E, : Excentro del AABC relativo a 





Si E, es excentro relativo a BC . 












+ Por teoremas básicos: 
máBIC =90°+5: m4BE,C =900-> 
æ Puesto que: 
mXBIC + m4BE,C = 180° 
A BICE, : Inscriptible. 


La circunferencia circunscrita a un 
triángulo biseca al segmento cuyos 
extremos son el incentro y excentro 


de dicho triángulo. 
Si]: incentro y E, : excentro 


Se Ea 






Ln. ......o” 


lorema 8.1-B: IM=MC=m 
4 oam 
ñi Y CEa son bisectrices: 





Se sabe: 
Por teorema: 
maxBOC = 2(m<BAH) = 20 


a a a a a aa aa aaa aaa AAA ERTETEERETEEEETT 





PUNTOS NOTABLES 


m<BCE, = mXE,CL =ß 
mxXACI = m<BCI = a 


e En “C”: mxICE, =90°. 
e AICE,: por teorema en el A 


IM = ME = m 


8.4 LOU A HA GLE 


@®@ En todo triángulo, la altura y el 
circunradio trazadas del mismo vér- 
tice determinan ángulos de igual 
medida con los lados adyacentes de 
dicho triángulo. 





Si BH es altura del AABC del 
circuncentro O. 





OB=0C=R 






II MBE NS». 


cuícaMO A e 


A A 


e Como AC es cuerda y OM L AC, por 
teorema de circunferencia. 


AM =MC =( 


ə A ABH: a + 0 = 90° 
e ABOC: B+B +20 = 180° = B +0 = 90° 


.. Q= 


+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
eS 
4 
4 
+ 
e 
+ 
> 
+ 


8.5 PSU UE A UL 


® El segmento cuyos extremos son el 
ortocentro y el punto de corte entre 
la altura o su prolongación con la cir- 
cunferencia circunscrita, es bisecado 
por el lado al cual es relativa dicha 
altura. 


Si H: Ortocentro del AABC . 





® La proyección ortogonal del circun- 
centro de un triángulo hacia un lado 
es el punto medio de dicho lado. 





Si O: Circuncentro del AABC y 
OM L AC. 





Lo 
> 
+ 
> 
2 
> 
+ 
+ 
“e 
+ 
+ 
es 
+ 
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+ 
+ 
+ 
“e 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
4 
+ 
+ 
+ 
+ 
> 
< 
> 
+ 
+ 
> 
+ 
+ 
% 
+ 
+ 
> 
% 
+ 
v 
> 
+ 
+ 
> 
+ 
+ 
4 
$ 
> 
+ 
$ 
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JRIAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 








Como H es ortocentro = AG y Bm + 86 MMM ma aia 


ŝon alturas. (A: La distancia del ortocentro a un vér- 


Se observa: m<HBQ = mxHAM = a È tice es el doble de la distancia del 
DETAL 6% > circuncentro hacia el lado opuesto 
a dicho vértice. 

B 


de de «de 


| Por ángulo inscrito: 
| Puesto que AM es altura y bisectriz 


del AAHL , podemos afirmar que AM 
$ mediana. 





Obiocaláo A C 


del AABC Si H: Ortocentro y 


O: Circuncentro 





Nbre” JA A 
si / 


E IDO 


e Se traza la circunferencia circuns- 
crita y se prolonga BH hasta que 
la corte el L, luego trazamos ON 
perpendicular a BL. 


e MONS: Rectángulo => NS=b 


Prep. .os 








OS 
CUZCANG É A __——— GEOMETRÍA 


ə Por el teorema 8.5. 


=> HS=SL=b+f 


ə Por el teorema 8.4. (B) 
= a+fí=b+b+f£ 
a=2b 


Método É- 





e Trazamos las alturas AE y BF, luego 
prolongamos CO hasta que corte a 
la circunferencia circunscrita en D. 


e Como CD es diámetro: 


=> mxDAC = mxDBC = 90° 


e Como AD//BH y BD//AH = ADBH 
es un paralelogramo. 


a= 2b 





ESEESE FITO V ITITI ETETETT TE E R AAA aiaia aa ideda a da ea 


eos 


Ortocentro 
del AMNL H 





@ Los triángulos formados al unir el 
ortocentro con los vértices del trián- 
gulo tienen circunradios iguales al 
triángulo mencionado. 


A Cc 


Si H: ortocentro del AABC . 


= Los circunradios de los triángu 
los ABC, ABH, BHC y AHC son 
iguales. 
















'gircunradio del AAHC . 


4 










Circunradio del ABFC. 


¡ASOCIADOS AL BARICENTRO 


ë del ángulo recto. 


A 


AABC =90° y 
Hicentro del AABC 


e Trazamos la circunferencia circunscri- 
ta y ubicamos el circuncentro O. 


"Luego prolongamos BH hasta D 
(De), entonces HS=SD=a. 


Se observa que los triángulos ABC y 
ADC tienen el mismo circunradio R. 


AAHC=AADC (LLL) = por cir- 


cunradios homólogos: R es el 


Análogamente para AAEB y ABFC . 
Circunradio del AABC. 
Circunradio del AAHC. 
Circunradio del AAEB. 


todo triángulo rectángulo, la lon- 
d de la hipotenusa es el triple de 
Mistancia del baricentro hacia el 


¿rr ct”.”.s 


ESREREICOCRIAACECADLESILIAILICI EI AICA AICA 


EDITORIAL CUZCANO o PTOS NOTABLES 


e Por definición: AM=MC=a/2 
e Por el teorema As => BM=a/2 


e Por teorema básico: GM=b/2 


* BM=BG+GM > 5=b+> 


. a=3b 


@ Si dos medianas son perpendicula- 
res, la distancia del baricentro al vér- 
tice desde el cual no se ha trazado la 
mediana, es igual a la longitud del 
lado opuesto al vértice mencionado. 


C 





Si: AL y CN son medianas perpen- 
diculares. 





B 

















Li 
CUZCANQ 


e Sabemos: AM =MC = 





e Por el teorema A: GM = 


m/2 
m/2 


e Por teorema básico:  f£=2(m/2) 


2^ £=m 


8.8 RLIUEAE UHULL 


@ Sil: incentro del AABC 


. Por el teorema 8.1. 


BO=l0=CO=R 
- O: Circuncentro del A BIC. 


(B> Si L: Incentro del BABC. 





Y q -me 


~ a Po Te 
o Don b Leps 
PER D pS Ra AE "EZ k i Da Le 
v i j H Ai Bi T A > 
y po Ar per l = ani r MEE 
an be Pep M = — ka ê BS S 


z E EZ a 
sk te] 





EESEPEPETILILEPI IFAI III rre? 



















e En B: mx PBC = 90” . 
e APBS: m<BPS=90°- q. 


e Con lo cual el APBC es isósceles. 
=> BC=PC=b 


ə Análogamente: AB = AQ =a 


e CL es bisectriz pues L es incentro de! 


AABC . Como el APBC es isósceles, 
CM es altura y mediana, con lo cual 


> AT 
CM es mediatriz de PB. 


> 
e Del mismo modo: AN es mediatriz da 
BQ. 


L es circuncentro del APBQ 


(E) Si lı: Incentro del AABL e 
lə: Incentro del ABLC . 















NAL CUZCANO 


» l; e lo son incentros: 
MABI, = ma1¡BL = a 
IMBAL = m<4}AL =ß 
MABO =maxl,CL = a 
3l = ma1,BC =P 
demostración anterior: 
IDC = mxBEA = 90° 


o 





AAEE T ETLE EEEE EEEE E EEEE EEEE 


PUNTOS NOTABLES 


e Se observa que: 
Il: Incentro del AABC 


l: Ortocentro del ABI;l, 


=> mXABI=mxCBI=45% y BF es 
altura del ABI;l, 


e Luego en el APFB : 
x=y=459 





e Como mxBQP = 45° 


=> PB=BQ=R 


+ En ABLC : I, es incentro 


=>  mAXBLlI, = mxl,LC = 45° 


e ABLI; = ABQI, (ALA) 
=> BL=BQ=R 


B es el circuncentro del APLO . 





EEE KK 


La 
CUZCANG 
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O Si r: Inradio, R,: Exradio y 
MN : Sagita 


ə Puesto que IT //E,Q//MN y M es pun- 
to medio de lEa , por el teorema en el 
trapecio ITE,¿Q : 






Debido a que MN es sagita 

= mBM=mMC con lo cual A, 
I, M y E, son colineales. 

e Por el teorema 8.3 (B): 


IM = ME, 


PI AAA 
















DITORIAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 





Por el teorema 8.2(B): mAN =mNC 
- Por el teorema 8.2(A): AT=CQ=2f 
Como OM1AC = AM=MC=m 

“Con lo cual N,O y M son colineales 


AN , base media del trapecio TEE, OQ. 


Ra +R. 


. R+b= 


Si mxABC = 60° 





o az 
E, 


al gráfico, A, C, el ortocentro (H), 
'Incentro (1), el circuncentro (O) y 
lexcentro (Ey) pueden ubicar en 
circunferencia, cuyo centro será 
mio medio M del arco AC. 





e Se ubica el excentro (Ea). 


e Por teorema 8.3(B) EM =MI 


t; + MN: Base media del trapecio E, TQI 
luoremas básicos: 










2 Ba +r 
MAAHC = 180°—60° = 1209 
60° e De igual modo: 
(=90%+-— =120°. p=Rp+r ¿Be +r 
2C = 2(60%)=120% y T. abc- Ha +Ry+R+3r 


2 
e Pero: Ra +R p +R. =4R +r (Ver 8.10) 
a+b+c=2(R+r) 


lC = 909% = 60° 


AAA AAA EEE E O 


i # * 
41,0, C y E; son concíclicos. 






La 
UZCAN 





8.9 HALI LEJANA 


El segmento que une los pies de dos 
alturas es perpendicular al cir- 
cunradio correspondiente al vértice 
desde el cual no se ha trazado la al- 
tura. 


Si AQ y CP son alturas y O es el 
circuncentro del AABC . 





e Por el teorema 8.4.: 
m<ABS = m<OBC = Q 
e /¡APBOH: Inscriptible 
=> mLZXPOH =q 
e En “Q”: mAxBQL = 90” —a 
e Luego en el A BLQ: 
x = a1+90—a 
x == 90° 





Loro rrr rr rr rr Ar AAA 


$ 


OK «de «de “e > «> es s's «> «ds 


¿Pocos pos 


GEOMETRÍA 


También: 
Si AP y CQ son alturas y O es cir- 
cuncentro del triángulo obtusángulo ABC. 


> 
a 
+ 
- 
* 





> 


8.10 12010114 4314310 


En todo triángulo, la suma de los tres 
exradios es igual a la suma del 
inradio y cuatro veces el circunradio 





Se cumple: 


R,+R,¿+R,=4R+r 
























tración: : e Por el teorema 8.8 (D): 

Si > es es la distancia del circuncentro 5 Ea? R,—r R=b- Ry -r 
hacia AC. : E E e A nd 
« 

Por el teorema 8.8 (D): a "era R. -r 
Rb = S 2 
R-b=_ 2 + 
2 = AN 
| * e Sumando las expresiones: 
Por el teorema 8.8 (E): (+) ps 
+ _R,—-r R, -r R,.-r 
Boha Ra+Ro + e ii D + > E 
2 > 
% 
^ Ria+Ri+R,=4R+r z = 6R +3r = Ra +R,+R.+2(a+b+c) 
s 4R+r (T. Steiner) 


UN TEOREMAS DE CARNOT 


R+r=a+b+c 


En todo triángulo obtusángulo la 
suma de las distancias del circuncen- 
tro hacia los lados que determinan 
el ángulo obtuso menos la distancia 
hacia el otro lado es igual a la suma 
entre el circunradio con el inradio. 


Si AABC: Obtusángulo 


J1 

M todo triángulo acutángulo la 
lima de las distancias del circuncen- 
© hacia los lados es igual a la suma 
el inradio y circunradio. 


5 AABC: Acutángulo 


pbserva que: R-a, R- byR-c 
n lan longitudes de las sagitas BC, 


v AB. 





A A DE E IA 





C adanan aasatabaiibnaliniaiiiiaiiniaman aanta a X 
n 40 ped 


Lia 








UZCAN GEOMETRÍA 
CARNOT 2 AUD TEOREMA DE PONCELET 
La suma de las longitudes de las sagitas $ En todo triángulo rectángulo, la su 
correspondientes a los lados de un trián- < ma de las longitudes de los catetos 
gulo, tal que se encuentren en la región $ es igual a la sum” de la longitud de 
exterior, es igual al doble del circunradio + la hipotenusa y el doble del inradio 
menos el inradio. A | 

> Si: mXABC=90 e I: inradio 





+. Se observa que TBPI es un cuadra 
cuyo lado mide “r”. 





o Por teorema: 


AAA > 


AN 

I| ə Sabemos que las sagitas concurren AT=AQ =a-r 

| ali CP=CQ=b-r 

| e Por el teorema de Carnot 1: 

li E AC=AQ+0€ > c=a-1r1b0/ 
Ii R-a+R-b+R-c=R+r 

HA 1 

i - 2R-r=a+b+c , c+2r=a+b 

ji 














demostración debemos aprove- 


i Maol) luego debemos 


wr del mismo'módo en el teorema 


CIDE o ROA 


Wulproco) Si en un triángulo la 

vilo las longitudes de dos lados 
"ula la longitud del tercer lado 

A ; , 

Moble del inradio, entonces se 

al un triángulo rectángulo. 


XABCO =90° y r: inradio 
B 


Sí N 


ÓN 



















AEREA AAA AA AE AER RN? 





PUNTOS NOTABLES 





e AABO : Isósceles => AB=a+x 
e APBC : Isósceles > BC=b+x 


e Por el teorema de Poncelet: 
=> a+x+b+x=a+x+b+2r 


ETA 


E r 
CUZCANQ m GEOMETRIA 


ə Por Teorema de Poncelet: e Por teoremas de circunferencia, se tie- 


SABL: m+h=a+2r ne: 
ACBL:  n+h=b+2r BP=R., BL=TC=r, BT=R; y 
A ABC: a+b=m+n+2r BQ = R», 


~ h=+m+T1 e Por el teorema 8.2 (B): PB = CQ =R. - 


e Del gráfico: BQ =BT +TC+CQ 


@ Si m<ABC = 90° 


. Ri=Ra+r+Ro 


8.13 HALA 


Para todo cuadrilátero circunscrito O 
circunscriptible las sumas de las lon- 
gitudes de los lados opuestos son 
iguales. 

DABCD: Cuadrilátero circunscrito 


b 





AS K I A 





S PE SS NT RA aa aA isda ania ee iaaa a a 












EDITORIAL CUZCANO 


e Por teorema de circunferencia: 
AT=AR=m, BT=BP=n, 
CP=CQ0=f, DQ=DR=t 


Se observa: a=m+*+n, b=n+f£, 


Ss 









c=l+t y d=m+t 
a+c=m+n+£+t y 
b+d=n+£+m+t 


a+c=b+d 












AI Y 0 4 Nota 


'= El semiperímetro de la región 
limitada por un cuadrilátero cir- 
cunscrito es igual a la suma de las 
longitudes de cualquier par de la- 
dos opuestos. 


En todo cuadrilátero circunscri- 
to las bisectrices interiores pa- 
san por el centro de la circunfe- 
rencia inscrita. 


Las bisectrices internas concu- 
rren en O. 


' R: Inradio del DABCD. 








en un cuadrilátero convexo tres 
35 interiores son concurrentes, di- 
Muadrilátero es circunscriptible. 








PAAARIIIIAAIAIIIAAIIIIAAIAIAIAIIAIIIIIIIA A AIIIIIAIIAIIIIIIAARIIIIII 





PUNTOS NOTABLES 


e Por teorema de la bisectriz: 
OR=0OT=0P=00=r 


e Como: OR=0Q = ġ=y 


e Luego por el postulado de Euclides, 
con centro en O y radio r podemos 
trazar la circunferencia Y, la cual es 
tangente a los cuatro lados. 


DABCD: Circunscriptible 





A 
CUZCAN 


GEOMETRÍA 





TEOREMA: 


Si en un cuadrilátero convexo la 
suma de las longitudes de los lados 
opuestos es la misma, dicho cuadriláte- 
ro es circunscriptible. 


e Se ubican P y Q en AB y AD, tal 
que: BP=b y DQ=c. 

e De la condición del teorema se tiene 
a-b=d-<. 


ə Luego trazamos las alturas AM y BN 
las cuales se cortan en O, el cual es 


circuncentro del APQC . 


Si a+c=b+d 


o e. © 
e Para el APQC AM, BN y DL son 


concurrentes. 


ə Puesto que las bisectrices AM, BN y 
DL son concurrentes, por el teorema 
anterior. 


-. ABCD: Circunscriptible. 


Generalizando: 
Si ABCDEF: Hexágono circunscrito 
e D 
=> 





Porro r rr rre rr rr II ARI II AI III rr rr rr rr rr AAA 














TEOREMA DE STEINER 


En todo cuadrilátero exinscrito o 
exinscriptible, las diferencias entre 
las longitudes de los lados opuestos 
-$0n iguales. 


MABCD: Cuadrilátero exinscrito 






q A 
Por teorema: 

Gl =0Q=x 

BQ =BE=n+x 
DT=DF =b+x 







a+rn+x=m+b+x 
> a+n=m>+b 


a-b=m=-n 


AAA AAA AAA AAA DADA AAA AA 


PUNTOS NOTABLES 








“> o A IN OLA 


x .. 





En todo cuadrilátero exinscrito las 
bisectrices de dos ángulo exteriores 
opuestos y las bisectrices de los otros 
ángulos interiores concurren en el cen- 
tro de la circunferencia exinscrita. 





En el gráfico las bisectrices exte- 
riores trazadas de B y D con las 
bisectrices trazadas desde A y C 
concurren en O, 


r: Exradio del MABCD 


TEOREMA: 

Si en un cuadrilátero convexo las 
bisectrices exteriores de dos ángulos opues- 
tos concurre con la bisectriz interior trazada 


desde cualquiera de los otros vértices opues- 
tos, el cuadrilátero es Exinscriptible. 


En el gráfico: 


k 8 sE E Aa <- - 





GEOMETRÍA 








e Por dato: a-b=m-—n > a+n=b+m 


5 
+ 
“e 
> 
> 
+ 
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< 
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e Se prolonga AB hasta S, tal que: 
BS=n. 


e Se prolonga AD hasta T, tal que DT=b 
= ACBS y ACDT: Isósceles. 


e Por teorema de la bisectriz: 
0Q=0V=0OL =05=R 
Se concluirá: mX4SCO = mxXOCL = 4 


debido a OS=OL (Recíproco) del teo- 


rema de la bisectriz. e Debido a que AS=a+ny AT=m+b 


=> AS=AT 
Se concluye: AAST: Isósceles 
Se trazan AL y DM alturas de los 


e Luego se tendrá: O equidista de AB, 
BC, CD y AD, entonces es centro 
de una circunferencia tangente a di- 


chos lados. triángulos SBC y CDT, las cuales son 
bisectrices y medianas. 
- ABCD es exinscriptible > > pa 
=> BQ y DQ son mediatrices de CS y 
TEOREMA: CT, luego Q es circuncentro del: 


Si en un cuadrilátero convexo la di- 
ferencia de longitudes de los lados opues- 
tos son iguales, entonces el cuadrilátero 
es exinscriptible. (Considerando la dife- 
rencia el mayor con el menor). 


Si MJABCD es convexo y a-b=m>-—n 


ATCS > QS=0C=0T=f£ 
e DASQT: es trapezoide simétrico 
=> mxZSAQ =m<QAT =ð 


e Se tendrá entonces: 





ə Por el teorema anterior, se deduce 
DABCD es exinscriptible. 
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'EXÁ TRIÁNGULOS ESPECIALES 


En este capítulo estudiaremos aquellos triángulos cuyos vértices tienen la misma 
característica respecto a un triángulo dado. 





PUNTOS NOTABLES 





A un nivel preuniversitario se estudia a los triángulos mediano, órtico y exincentral, 
pero veremos que existen muchos más. 


9.2 KEUTA E 


Es aquel triángulo cuyos vértices son 
los pies de las alturas de un triángu- 
lo. 


TRIÁNGULO MEDIANO, MEDIAL 0 





COMPLEMENTARIO 


¡Es aquel triángulo cuyos vértices son 
"los puntos medios de los lados de un 
triángulo dado. 


En el gráfico: 
AABC: Acutángulo 







- 







El triángulo antimediano del 
Ingulo ABC es el triángulo RST 
il que el triángulo ABC es triángu- 
A mediano del triángulo RST. 

B 


En el gráfico 


AABC : Obtusángulo 











A 








el gráfico: 
AABC es triángulo mediano del 





AAA E 





II AA A A A A 
























E. B 
ə Todos los triángulos presentan En 
triángulo órtico, excepto el trián- 
gulo rectángulo. A C 
e El triángulo EFG es antiórtico del 
triángulo MNL, si el triángulo 
MNL es triángulo órtico del trián- E, 
ulo EFG. TA ES TA 
g E`: AExincentral del 
A AI 
F ACA CO 


En el gráfico: 


E, : Excentro relativo a BC . 
E.: Excentro relativo a AB . 


E, : Excentro relativo a AC. 





EOT LTTE EA E S aeaa a 


9.4 ETT LA 


Es el triángulo cuyos vértices son los 
puntos de tangencia de la circunte 
rencia inscrita con los lados de un 
triángulo. 


En el gráfico: 


E: Circunferencia inscrita en "l 


AABC . 
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9.3 MIA AS TRIÁNGULO DE 
LOS EXCENTROS 


Es aquel triángulo cuyos vértices 
son los excentros relativos a cada 
lado. 
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TRIANGULO DE CONTACTO EXTERIOR 


Es el triángulo cuyos vértices son los 
puntos de tangencia de las circunfe- 


t 


Tencias exinscritas con los lados de 
tn triángulo. 


En el gráfico: 


s 6, y 63: Circunferencias exins- 
Mtas relativas a los lados del AABC . 
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'NOULO INCÉNTRICO 


Irlángulo cuyos vértices son los 

de las bisectrices interiores. 
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PUNTOS NOTABLES 





9.7 TRIÁNGULO PEDAL O PODAR 
Es el triángulo cuyos vértices son las 
proyeccione de un punto sobre los la- 
dos de un triángulo. 


P pe Ta AAN 5 A top LFR x 3 pa TE e Mt 
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an 
- El triángulo pedal de circuncen- 
tro es el triángulo mediano. 


- El triángulo pedal del ortocen- 
tro es el triángulo órtico. 


- Eltriángulo pedal del incentro es 
el triángulo de contacto interior. 


- Siel punto pertenece a la circun- 
ferencia circunscrita, los pies de 
las perpendiculares sobre los la- 
dos o prolongaciones son 
colineales (ver recta de Simson) 
no habría triángulo pedal. 
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9.8 RA UA 


Es el triángulo cuyos vértices son los 
pies de las cevianas concurrentes en 
un punto dado. 


Y USA 






- El triángulo ceviano del 
baricentro es el triángulo me- 
diano. 


- El triángulo ceviano del orto- 
centro es el triángulo órtico. 


- El triángulo ceviano del incen- 
tro es el triángulo incentrico. 


- El triángulo ceviano del punto 
de Gergonne es el triángulo 
de contacto interior. 


- El triángulo ceviano de Punto 
de Nagel es el triángulo de 
contacto exterior. 
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enAB y N en BC) se cumple: 
AAML = AMBN = ALNC = AMLN 





no del triángulo ABC. 

br teorema de la base media: 

MN =b,ML=a y LN=c 

t caso de congruencia LLL, se tiene: 
-AAML = AMBN = ALNC = AMLN 


no. 
Si AMNL : 


G: Baricentro del AABC . 
B 


Si el triángulo MNL es triángulo 
mediano del triángulo ABC (M 


ii el gráfico: AMNL es triángulo media- 


'M El baricentro de todo triángulo es 
baricentro de su triángulo media- 


Triángulo mediano del AABC; y 
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En el gráfico: 
e AMNL : Triángulo mediano del AABC 
G: Baricentro del AABC . 


e Se tiene entonces: 
AM=MB=2r, BN=NC=2n y 
AL =LC 


e Por teorema de la base media: 
ML=2n y ML//BC 
NL=2r y NL//AB 
e En AABN se tiene AM=MB y 
MT//BN = MT es base media. 


e Luego: MT=n 
e De los anterior, se tendrá: 


MT =TL =n 
= NT es mediana de AMNL . 


e En forma análoga se verifica MQ es 
mediana del AMNL . 


e Del criterio principal, como NT y MQ 
son medianas: 


“. G es baricentro del AMNL . 





5 
LUZCANQ 
10.3 El circuncentro de todo triángulo 


es ortocentro de su triángulo me- 
diano. 
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+ También se sabe: MN, NL y ML son 
las bases medias para el AABC , en- 
tonces: 


MN//AC, LN/AB y ML//BC 
ə Luego se tendrá por propiedad de las 
paralelas: 


ES > > ——- ES .: 
L, LML, L, LNL y L, 1 MN 
> MH, NQ y LS: alturas del AMNL . 





A C 


L 


Si AMNL : Triángulo mediano del 


AABC - 
y O: Circuncentro del AABC . 


-. O es ortocentro de AMNL . 





En el gráfico: 


e AMNL es el triángulo mediano del 
AABC - 


e Se sabe entonces: 
AM=MB, AL=LC y CN =NB 


e > «> 
e Se trazan L}, Lọ y L3 mediatrices 


de BC, AB y AC respectivamente. 
e Luego: O es circuncentro del AABC . 
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0.4 En todo triángulo la distancia de 
su ortocentro a un vértice es igual 
a cuatro veces la distancia del 
circuncentro de su triángulo me- 
diano al lado paralelo al lado 
opuesto al vértice mencionado. 


Si H: Ortocentro del AABC y 


O: Circuncentro del triángulo me- 
diano MNL. 





' - 
Des ct rt A A 


Se ubica el circuncentro P del AABC , 
por el teorema anterior P es 
ortocentro del AMNL . 





-AMNL : Por el teorema 8.6(A): 
ss 'PL=2Za 


-Análogamente en el AABC , se tie- 
ne: 
u b=4a 
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10.5 Si el triángulo MNL es triángulo 
mediano del triángulo ABC (M en 
AB y N en BC). Sean P Q y R 
punto homólogos de los triángu- 
los AML, MBN y LNC respectiva- 
mente, se cumple. 


APQR = AMLN 





e Sea AMNL , triángulo mediano del 
AABC - 
e Por teorema: 
AAML =AMBN =<ALNC = AMLN 
e Entonces: MN =b, NL=c, ML =a 


+ Por condición, P, Q y R son puntos 
homólogos, entonces: 
MP = BQ = NR 
m<AMP = m4MBQ = mxLNR = 9 
mAXPML = m<QBN = m<RNC = a 


e Luego, se tendría: 
PMBQ, QBNR y PMNR son para- 
lelogramos. 
ə Entonces: PQ =c, QR =a y PR =b 
e Finalmente por caso de congruencia 
LER, 
APQR = ANLM 
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nn mA 
Observación 0D. 
Del teorema anterior podemos con- 
siderar casos particulares, cuando 
los puntos homólogos son algunos 
de los puntos notables. 


e ARHOC y GAPQC: Inscriptibles 
= mRCH = mRQA = 0 
y mxACP = mxAQP = 0 


e En APQR (triángulo órtico del 
AABC ). 


e Se tiene QL es bisectriz interior. 


ə En forma análoga, se verifica PT es 
bisectriz interior. 

e Por el criterio principal, se tendrá en 
tonces H es incentro del APQR . 





10.7 Los vértices de todo triángulo 
acutángulo son excentros de su 
triángulo órtico. 


A L : c 


En este caso: 
AMNL : Triángulo mediano del 


Lore reaererrrroerrrrrrr rro... 











ə Luego al prolongar QP , PR y RO 
tendrá: 
m< GPA = m<APR = 90” -p 


e En el gráfico: 
AABC : Acutángulo 
H- Ortocentro del AABC 


AABC - + 
4 
G, : Baricentro del AMBN . A 
G, : Baricentro del AAML . > 
G, : Baricentro del ALNC . : 
> AG¡G>63 = ALMN r 
ei 
10.6 El ortocentro de todo triángulo > 
acutángulo es incentro de su res- > 
pectivo triángulo órtico. $ 
Demostración: A 
A A «> 
B + 
Le 
$ 
+ 
? + En el gráfico: 
Ze 
> APQR: Triángulo órtico del AAM 
Le 
E e Por el teorema anterior I es incem 
* de APQR. 
> 
> 
Lol 
s 
& 
& 
nd 
Ze 

















m<ERC = m<CRQ = 90° -0 
m<FQB = mxBQP = 90° -q 
concluye entonces para el APQR 
PR. 


Á es excentro relativo a 


B es excentro relativo a 















C es excentro relativo a RQ. 
06 LN PAA O a Y n 
: Obtusángulo. 
JR: Triángulo órtico del AABC . 
3 


cumple: 
B: es incentro del APQR . 
H: ortocentro del AABC . 


y C: Excentros del APQR . 


distancia entre los pies de las 
endiculares trazadas del pie 
tuna de las alturas de un trián- 
HO acutángulo hacia los lados 
Vacentes de dicha altura es 
al al semiperímetro de la re- 
fm limitada por el triángulo 
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e En el gráfico: APQR :Triángulo órtico 
del AABC . 


a+b+c 
2 


e Por el teorema anterior se sabe A y C 
son excentros, entonces: 


m<EPA = mxXAPR = Q 
mXRQC = mxCOF = 8 


e Se va a demostrar: x= 


+. Se prolonga RM hasta E y RN hasta 
F se tiene entonces que en los trián- 
gulos EPR y RQF: PM y QN son 
bisectrices y alturas. 


=> ARQF y ARPA son isósceles 
=> EP=PR=b y RQ=QF=c 


e Además: EM=MR y RN=NF 


e En AERF, MN es base media, por 
teorema: 


_b+a+c 
2 


10.9 En un triángulo acutángulo la lon- 
gitud del segmento que tiene como 
extremos los pies de las perpendi- 
culares trazadas desde el pie de 


69 





UN MEF 





una de las alturas del triángulo ha- 
cia las otras alturas, es igual al 
semiperímetro del triángulo órtico 
menos la longitud del lado opues- 
to a dicho pie. 


o 





C 


e Por teorema 10.5, I es incentro del 
APQR al prolongar RS y RT hasta E 
y F respectivamente se tendrá: 


AQRE y APRF isósceles 
>QR=QE=c y PR=PF=a 


e Además: RS=SE y RT =TF 
AREF: ST es base media. 
= EF=2x 


e Se observa: EP =EF-—PF=2x-a 
EP = EQ-PQ=c-b 


=> 2x-a=c-b 


=> 2x=a+c-b 
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e En el segundo miembro: 
2x=a+c+b-b-b 


=> 2x=a+b+c-2b 


y A+DHE_ y, 
2 


10.10 De todos los triángulos que sa 
pueden trazar cuyos vértices es 
tén sobre los lados o prolonga 
ciones de un triángulo obtusán 
gulo, el de menor perímetro ei 
el triángulo órtico. 


(ver Teorema de Fagnano) 


10.11 El incentro de un triángulo ali 
ortocentro del triángulo exincon 
tral. 





En el gráfico: 
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mxXERC = m£CRQ = 90° -9 
mxFQB = m<BQP-= 90° —a 
concluye entonces para el APOR 
A es excentro relativo a PR. 
B es excentro relativo a PQ . 


Ç es excentro relativo a RQ. 














BC: Obtusángulo. 
C t: Triángulo órtico del AABC . 
cumple: 

B: es incentro del APQR . 

MH: ortocentro del AABC . 

My C: Excentros del APQR . 


distancia entre los pies de las 

rpendiculares trazadas del pie 
lw una de las alturas de un trián- 
© acutángulo hacia los lados 
yacentes de dicha altura es 
| al semiperímetro de la re- 
ón limitada por el triángulo 


Mico. 
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e En el gráfico: APQR :Triángulo órtico 
del AABC . 


a+b+c 
2 


e Por el teorema anterior se sabe A y C 
son excentros, entonces: 


mzXEPA = mxAPR =q 
mæRQOC = mxCQOQF = 0 


e Se va a demostrar: x= 


e Se prolonga RM hasta E y RN hasta 
F se tiene entonces que en los trián- 
gulos EPR y RQF: PM y QN son 
bisectrices y alturas. 
=> ARQF y ARPA son isósceles 


> EP=PR=b y RQ=0F=c 
e Además: EM=MR y 'RN=NF 


e En AERF, MN es base media, por 
teorema: 
b+a+c 
x = —_—— 
2 


10.9 En un triángulo acutángulo la lon- 
gitud del segmento que tiene como 
extremos los pies de las perpendi- 
culares trazadas desde el pie de 





















una de las alturas del triángulo ha- 
cia las otras alturas, es igual al 
semiperímetro del triángulo órtico 
menos la longitud del lado opues- 
to a dicho pie. 








e Por teorema 10.5, I es incentro del 
APQR al prolongar RS y RT hasta E 
y F respectivamente se tendrá: 


AQRE y APRF  isósceles 


=>QR=QE=c y PR=PF=a 


e Además: RS=SE y RT =TF 
AREF: ST es base media. 
=> EF=2x 


e Se observa: EP =EF -PF =2x-a 
EP =EQ-PQ =c-b 


=> 2x-a=c-b 


=> 2x=a+c-b 
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e En el segundo miembro: 
2x=a+c+b-b-b 


= 2x=a+b+c-2b 


yA HDHC_ 
2 


10.10 De todos los triángulos que se 
pueden trazar cuyos vértices es 
tén sobre los lados o prolonga 
ciones de un triángulo obtusán 
gulo, el de menor perímetro es 
el triángulo órtico. 


(ver Teorema de Fagnano) 


10.11 El incentro de un triángulo esi 
ortocentro del triángulo exincen 
tral. 


En el aráfico: 
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AE, E E.: Triángulo exincentral o 
t ángulo de los excentros del AABC . 


F Incentro del AABC . 
observa: 

mACE, = mXE, CT = 90*-a 
=> mZE CE, =90° 
mxABE. = m<E_ BR = 90° —9 
=> mXE,BE_ =90° 


JOMO: E C y E,B son alturas en- 
ices | es ortocentro del AB Es Es 


iblén se puede indicar: 
A, ly E.: Colineales. 
AE, E, E. : Acutángulo. 


AABC es triángulo órtico 
del triángulo E_E,E. . 


AE, E, E. es triángulo 
antiórtico del AABC . 


El circuncentro del triángulo de 
contacto interior es incentro del 
Iriángulo inicial. 
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En el gráfico: 

e APQT es el triángulo de contacto in- 
terior del triángulo ABC. 

e Oescircuncentro del APQT . 

e Por teorema de circunferencia: 


>) =} o$ 

AO, CO y BO son bisectrices de los 
ángulos BAC, ACB y ABC respecti- 
vamente. 


-. O es incentro de AABC 





10.13 OCSTTTESATE 
TRIÁNGULO ANTICEVIANO: 


El triángulo anticeviano de un triángulo 
ABC es el triángulo PMO tal que el trián- 
gulo ABC es triángulo ceviano del trián- 
gulo PQR. 


Pp, Q 
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El triángulo anticeviano del 
baricentro es el triángulo anti- 
mediano. 


Fl triángulo anticeviano del 
incentro es el triángulo de los 
excentros o triángulo exincen- 
tral. 


El triángulo anticeviano del 
ortocentro es el triángulo an- 
tiórtico.. 


Es el triángulo cuyos vértices resultan 
de la intersección de las tangentes in- 
teriores comunes a la circunferencia ins- 
crita y a una de las circunferencias 
exinscritas que no corresponden a los 


lados. 
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En el gráfico: 
6, Oa Y Ga - Circunferencias exinscritas 


6 : Circunferencia inscrita. 
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Es el triángulo cuyos vértices son las in 
tersecciones de las tangentes exteriores 
comunes a las circunferencias exinscritas 
que no corresponden a las prolongacio 
nes de los lados. 
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En el gráfico 6, , 6, y Ga son las cir 
cunferencias exinscritas del AABC 
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A continuación vamos a estudiar aquellas rectas contenidas en un mismo pla- 
no, determinado por dichas rectas o por alguna figura relacionada a las rectas 
(ángulo, triángulo, circunferencia, etc.) a las cuales llamaremos rectas nota- 


bles. 


L RECTAS PARALELAS 


Son aquellas que no tiene punto 
en común. 


T ién: 





<> © 
Si: Z, NZ, =1 ) 


A A 


2, 


MEA E E ERTE EEEE 


Za 





i RECTAS ANTIPARALELAS 





“Dos rectas son antiparalelas con 
tespecto a un ángulo, si la 
bisectriz de dicho ángulo es trans- 
versal y forma ángulos interiores 
al mismo lado de la transversal, 
de igual medida (y diferentes de 
10%) con las rectas en mención. 









Y OS NW ota 


e Los lados del ángulo son antipa- 
ralelos con respecto al ángulo 
formado por las rectas antipa- 
ralelas. 





> > 
Si: PQ y PR son antiparalelas 


con respecto al ángulo AOB. 


Ha Jar lelas 
3 A on od 
A p en ¿5 
E pm "pa 
s e o 
i 


> O 
& OA y OB son antiparalelas 
con respecto al ángulo RRQ. 
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11.3 MALLAS 


Dos rectas son conjugadas 150 
gonales O simplemente 150 
gonales respecto a UN ángulo, 
cuando la bisectriz de dicho án 
gulo es también bisectriz del án 
gulo formado por las rectas en 
mención. 


e Los puntos de corte entre los la- 
dos del ángulo y las rectas 
antiparalelas son concíclicos. 


o > 
OX y OY son isogonales con 
respecto al AOB . 


rr rr rr Ir...” 













/ 
r 


© SS 
OP y OQ son isogonales con resparii 


al <MON. 









o e 
Si: L, y Z, son antiparalelas con 


respecto al ángulo AOB. 








e ES 
y Z|: simétrica de Z, con respec- 





Esta es la propiedad que sugiere el 
uso del término antiparalelo. 


ETA ME A A mae ana mana aan E a E 
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Las isogonales con respecto a un án- Isogonales 
qulo forman ángulos de igual medi- con respecto 
da con los lados del ángulo. al <AOB 


Las isogonales con relación a un án- 
gulo son simétricos con respecto a 
la bisectriz de dicho ángulo. 


SÉ > 
Las isogonales OX y OY son simé- 
ticas con respecto a la bisectriz OM. 


La bisectriz de un ángulo, también 
es conocida como la autoisogonal. 





RECTAS ISOTOMICAS 


Dos rectas son isotómicas con respecto a un 
IHángulo cuando pasando por un mismo vérti- 
ve determinan en el lado opuesto dos segmen- 
los extremos de igual longitud. 


AP=0C=a 





Paralelas Antiparalelas 
a 
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as CAA: Ż e DBRPS: Inscriptible 

<> 
TEOREMA z — m RBP =m<RSP =ß 
= T š + 
En todo triángulo las proyecciones de un * . SPTO rat B=90°, con lo al en 
punto de la circunferencia circunscrita ha- }% Le i . 
cia los lados son colineales. + S” : a1+90%+PB=180" . 
Se cumple: + | 
+ +. R, S y T son colineales 
% 
od 
s 
> Msns 
+ 
> Es la recta que pasa por las proyeccio: 
+ nes de un punto de la circunferencia cir 
$ cunscrita a los lados de un triángulo. 











a 





Recta de Simson 


e SPCT: Inscriptible 

=> mxXTSC =mxTPC=a 
e ABPC: Inscrito 

=> mZRBP =m<PCA =ß 


e 
+ 
> 
$ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
` 
< 
+ 
+ 
+ 
> 
NS 
> 
+ 
+ 
+ 
+ 
eo 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
L| 
+ 
> 
Lo 
+ 
+ 
> 
$ 
+ 
v 
+ 
$ 
> 














CUZCANO 


Recta de Simson 
con respecto a L 


> 
- 
> 
- 
- 
+ 
-. 
- 
- 
.? 
+ 


a [ANGULO ENTRE LAS RECTAS DE SIMSON 


Recta de Simson 
respecto a Q 


La 


AAA a a a i a a aa e a AAA e e dede de 





— PUNTOS NOTABLES 





e Se observa que PM //QL 


= Q+ßB=x (1) 


e DAAPNM: Inscriptible 
= mxPAN=mzxPMN =ß 


e ADQCL: Inscriptible 
=> mAZDLO = mxDCO = au 


e Por ángulo inscrito: 


mPB = 28 y mBQ=2a 


Como: 2a+2f$=8 (I) 


De (I) y (11): 





ÓN 


GEOMETRÍA 





e Por ángulo inscrito: 











mxPSB = QU 
e __ 
YZ//BS 
<2» 
© 
Si Y es recta de Simson del AABC , Sl 
respecto de P Se cumple : Si H : ortocentro del AABC y .Z 
recta de Simson del AABC , respei 
to a P 
1 


er” 
er 
ar 
- 
o? 







. nr e ......». + 
a? 


e DAPNL: Inscriptible 
=> mPAN =m<PLN =Q 
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Jrazamos PQ cuya prolongación corta * 3 Se cumple: 


T en $. 


h + 
> 


la propiedad anterior : BS// Y 
ILOS: Palloamo 

= Q6=BL=b 

Ubicamos el circuncentro O del ABC 
¡ 'lrazamos OD 1 AC. 

Por el teorema 8.6: BH=a 

ODOQN: Rectángulo 

=> NQ=a 

teorema:  NP=NS=a+b 

HIM = AMPQ (ALA), se tiene. 


m=n 


AA e a a 








y” En Cc LD pin da e al $b E E 
A, B, C y D: Colineales 
y'i pE PE $ >) 

4 a O o $,” ~- Ca M > FAP A 

YO A pr WS : r truy 
E EE A - O RT < E] 

PAT ES pP e 

> ix f 











e ARPHL: Inscriptible, con lo cual se 
&) 

observa que Y es la recta de Simson 

del APRH , respecto a L (A, B y € 


3 son colineales) en Y, . 
blongamos BN hasta D, por el teo- 
wma 8.5: HN=ND=a 


INN PL=LQ=? = SL=2 


e Análogamente, F es la recta de 
Simson del AHQE, respecto a L 
(B, C y D son colineales) en Y,. 

: Base media del APHS. 


m=n 


A, B, C y D son colineales. 


o DO e e o e e e e AO e e e e e ee 





IA Q<+— y 





o Como: 


PF//LC > mxPFL = mxFLC =Q 
e [MFPHQ: Inscriptible > mxXPQH = al 


e /BLCH: Inscriptible > m4HBC=a0, 
con lo cual PQ // AD. 
+ Luego ubidamos S en PQ, tal que 
SC/QD => SC=QD=f y 


SQ =DC=a 
(SCDQ paralelogramo) 


e BLDOQ: Rectángulo => BL=0QD=f 


ə Puesto que SC/BL y SC=BL=f£ 
— BS//CL (SCLB: paralelogramo) 


ə ABSP: Paralelogramo 
=> PS=AB=b 


PQ = AD- BC 
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TWA RECTA DE EULER 


qe ¿2 N aw 


El ortocentro, baricentro y circuncentro, 
> ka st 
< de un triángulo no equilátero, son 
è colineales. 


A C 
Para el AABC: H: Ortocentro 


G: Baricentro ; O: Circuncentro 





e Como G es baricentro, entonces BI 
es mediana, así tenemos: 


AL=LC=m y BG=2(GL)= Za 
e Por el teorema 8.4 (B): 
mxXOLC = 90° 
e Por el teorema 8.6 (A): 
BH = 2(OL) = 24 


+ 
+ 
e 
> 
+ 
«e 
> 
> 
> 
> 
de 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
$ 
+ 
e 
> 
$ 
% 
> 
% 
> 
+ 
o 
> 
> 
+ 
+ 
+ 
% 
+ 
+ 
Le 
Le 
+ 
+ 
> 
< 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
e 
> 
> 
> 
+ 
v 
+ 
& 
a 
+ 
4 
+ 
+ 
«e 
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También: 


"Luego trazamos la base media MN del 
ABHG (BM =MG = a). 


=> MN=f/ y- MN//BH 





Ortocentro 
o 


Baricetro 






""AMNG = AGOL (LAL) Circuncentro 
=> m2X4MGN = mxLGO = [5 


~ H, G y O son colineales 


Además: HG=2(GO) - 


P. 










| fodo triángulo no equilátero, la dis- 
icia del ortocentro al baricentro es el 

m ; j 

ble de la distancia del circuncentro al 

centro. 

| cumple: 






e NE IN OLA 


a 








e En todo triángulo isósceles, el 
circuncentro, baricentro, incen- 
tro, ortocentro y el excentro re- 
lativo a la base, son colineales 
[recta de Euler). 


Z : Recta de Euler del triángulo 
isósceles ABC de base AC. 





recta que pasa por el circuncentro, 
centro y ortocentro de un triángulo 
wquilátero. 


AAA AAA CIS 








Laa 
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ə Para todo triángulo equilátero el 
circuncentro, baricentro, 
incentro y baricentro, coinciden. 


Si AABC: Equilátero 





e Luego trazamos OM 1 AC 


e Por el teorema 8.6: BH =2(0M)= 2f 


e Puesto que O es circuncentro: 

=> mzXMOC =mxZABC =60* y 
OC=0B 

e AMOC: Notable => OC= 2 


ABHO : Isósceles 
=> mxBHP =mxBOO =B 





e ABHP = ABOQ (ALA) => BP=BQ=m 
'. ABPQ es equilátero. 
Además: PH=00 


D 
A c 


e> 
Si: m<ABC = 60° y Z es la recta de 
Euler del AABC . 





e Ubicamos el ortocentro H y 
circuncentro O del AABC . 


error rro error reo posan nonopennrnrrooonrrroproronR$ cSrorVn omo rn?”. .. os 
3 
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S 
e Se sabe que HO es la recta de Euler. 


e De las propiedades anteriores 
PH=a, HQ=b y OQ=a 


lor la propiedad anterior: - x=b-a 
m=n=f y mxBPQ=60* 
Vbicamos el ortocentro H, con lo cual 
AL. es altura => mxBAL =30". 


La recta de Euler de todo triángulo es 
también la recta de Euler de su respecti- 
vo triángulo mediano. 


Si Z : Recta de Euler del AABC y 
AMNL : Triángulo mediano del AABC . 


A PH: Isósceles = PH =a , del mis- 
ne modo: HQ = b 


a m=f=n=a+b 


do AN 
D Dez 
+ r 


" = ' o nt b 2 
- y á A d 
Py Pa E à pP hh t . g 1 z € ges 
A a O ho Y A haosri T MA 


A 


Si: mxABC = 60° , 


0 
Il 


I Ortocentro y O: Circuncentro. 


CHAIR III 





EEE RRE cd A A O. A a e 


CUZCANG 


& 
+ Puesto que Z es la recta de Euler, el 
baricentro (G) y circuncentro (O) se 
«SS 





ubican en Z . 


+. Por el teorema 10.2 y 10.3: 
> G: Baricentro del AMNL . 


y O: Ortocentro del AMNL . 
O 
- esla recta de Euler del AMNL . 





Se cumple: 


Las rectas de Euler de los triángulos 
ABH, BCH, ACH y ABC son concurren- 
tes. 


A Q 


Se cumple: 
Las rectas de Euler de los triángulos AQL, 


BPL, CPQ y la circunferencia de 
Feuerbach del AABC , son concurrentes. 
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- 


La demostración de este teore- 
ma la desarrollaremos en el capitu- 


lo denominado temas selectos. Tam- 
bién estarán incluídos las demostra- 
ciones de Rectas de Housel y Nagel. 





Dado un triángulo, los simétricos de un 
punto de la circunferencia circunscrita 
respecto a los lados se ubican en una 
recta denominada recta de Steiner. 


Si, M, N y L son simétricos de P res 
pecto a los lados AB, BC y AC respei 


“ 

> 

Ll 

> 

> 

+ 

Led 

+ 

> 

> 

> 

+ 

> 

> 

a S yi RECTA DE STEINER 
+ 

+ 

% 

+ 

y 

+ 

> 

+ 

> 

A 

> 

> 

> 

+ * 
+ tivamente. 








+ Sabemos: D, E y F son colinwalk 


+ 
Le 
> 
+ 
“ 
+ 
+ 
ea 
+ 
> 
e 
a 
> 
+ 
a 
«e 
+ 
+ 
+ 
> 
+ 
$ 
ed 
% 
> 
> 
> 
> 
e 
+ 
+ 
e 
v 
Gaa 
> 
> 
A ES 

$ (L, : recta de Simson). 
Do 
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L e 
F Base media ANPL => NL //Z, 
e 
D Base media AMNP => MN//Z,; 


lr postulado de N solo podemos tra- 
r una recta paralela. 


“+ M, N y L son colineales. 


Í RECTA DE HOUSEL 


miro, baricentro, el punto de Nagel 
nto de Spieker, de un triángulo, se 
en una recta denominada recta 
sel. 


B 
> de Spieker Baricentro 


DA IN e 














EEE 


de < de «e «e «de de «e 


Dd e d a e d d de d e d ae e i a e a e 


a s r 
A OS 





PUNTOS NOTABLES 
PROPIEDADES 
Baricentro 
Incentro 
Punto de Spieker 
Punto de Nagel 








11.9 25/1013 1011 

El incentro, el circuncentro y el punto de 
concurrencia de las perpendiculares tra- 
zadas desde los excentros a los lados del 


triángulo, se encuentran en una recta co- 
nocida como la recta de Nagel. 


B / 
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12.1 MA 


En un triángulo los pies de las al- 
turas, los puntos medios de los la- 
dos y los puntos medios de los seg- 
mentos que unen los vértices con 
el ortocentro son concíclicos. 


La circunferencia que pasa por 
dichos puntos se denomina cir- 
cunferencia de los nueve puntos, 
circunferencia de Euler o de 
Feuerbach. 


En el gráfico: 





e Por teorema: 
MN//AC y ED//AC = MN//ED 
EM//HB y DN//HB = EM//DN 
e Pero: HBLAC = EM 1 MN 
= EMND es rectángulo 


B 


coro rrrr rr rr rr rr AAA AAA IA rr AAA 





Paso | 1 

e Enel AABC, AAHC, AAHB y 
ABHC se tiene: MN, ED, EM, > 
ND son bases medias respectiva- 
mente. 


$ de > e de «e «e 


-> «e 



































in forma similar al anterior, MFDL es 
ambién rectángulo. 


Además MD es diagonal para ambos 
bctángulos (MFDL y EMND), luego 
k, EN y MD concurren en O (pun- 
j medio de dichas diagonales). 


fon ello tenemos que O equidista de 
IM. F N, D yL. 


m los triángulos rectángulos FQL, 
5N y MPD, O es punto medio de 


L, EN y MD (hipotenusas de di- 
Thos triángulos rectángulos). 


Por teorema del A: O equidista de P 
Y y S, debido a que EN =MD=FL . 


E, M, N, D, F L, P Q y S son 
concíclicos. 


forma para verificar el teorema, se- 

Irazar la circunferencia que pasa por 
5 de las alturas y comprobar que 
iros puntos están sobre dicha cir- 
ì rencia. 


| gráfico P. Q y S son pies de las 
ias, se ha trazado la circunferencia 
pasa por P Q y S, vamos a demos- 


AM=MB, BN=NC y AL=LC 
'AE=EH, BF=FH y HD=DC 


© 


Lor rr re oe.rrss 


EEPIEPILIIIII III rr rAAAIAIIIIIAIIee 


-$> de -> e a <> > 5 





PUNTOS NOTABLES 


Así tenemos: 





e APQS es triángulo órtico de AABC . 


Por teorema 10.5 y 10.6 se tiene: 
- H es incentro del APQS. 
- A, By C son excentros de APQS. 


- Notar que Y es la circunferen- 
cia circunscrita al APQS. 


Por teorema 8.3-B: 
AE=EH, HD=DC y HF=FB 
APBSH: Inscriptible 
=> mAxPSH = mxXPBH =0 
Por ángulo inscrito: | mEP = 20 
=> m<PME=9 


En AAHB: ME //BH y debido a que 
AE =EH se concluye EM 
es base media = AM = MB, 


En forma análoga: 


En AAHC: EL es base media 
AL =LC 


= 


dl la AA AA dd ' ML AA PEENTE A AE A A 
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CUZCAN G ____ _Áo Á o —_—_—— GEOMETRÍA 


En ABHC: ND es base media 
=> BN=NC 


e Con lo cual queda demostrado que 
Z. circunferencia circunscrita al 
APQS , corta en el punto medio a 
los lados del AABC y a los segmen- 
tos que unen el ortocentro con cada 
vértice. 





Método KE 


Otro método similar al anterior, sería 
trazar la circunferencia que pasa por 
los puntos medios de cada lado y de- 
mostrar que los otros puntos están so- 
bre esa circunferencia. 





En el gráfico M, N y L son puntos me- 


dios de los lados del AABC, ¢Ẹ es la 
circunferencia que pasa por ellos, se 
demuestra en forma análoga que PO 
y S son pies de las alturas y que E 
pasa por los puntos medios de los seg- 
mentos que unen el ortocentro y cada 
vértice. 


En el capítulo de temas selectos, dare- 
mos otra demostración de la circunferen- 
cia de los nueve puntos. 





ere oo>”> 


CAAF AENA NERVIOS 


bos? a e 











Notar que el triángulo órtico y el 
triángulo mediano están circunscritos 
a la circunferencia de Euler. 


En el gráfico, la circunferencia de 
Fuler o de los nueve punto del 


AABC , es la misma para los trián- 
gulos AHC, AHB y BHC. 


Circunferencia 
de Euler o de 





En el triángulo isósceles. 


o 






Circunferencia 
A de Euler del 
a 
























CUZCANO PUNTOS NOTABLES 
el gráfico AB=BC > e En el triángulo equilátero. 
a + circunferencia 
cumple AC es tangente a la cir- * B de Euler del 


erencia de Euler. 


M el triángulo rectángulo. 


circunferencia 
P B de Euler del 


pz 
ANG 


b ——— b — 





e En el gráfico el triángulo ABC es 
equilátero, AB, BC y AC son tan- 
gentes a la circunferencia de Euler, 
la cual coincide con la circunferen- 
cia inscrita, 


PEI 





KG UNEMAS SOBRE LA CIRCUNFERENCIA DE EULER O DE LOS NUEVE PUNTOS 





4.2.1 El radio de la circunferencia de los nueve puntos de un triángulo es la 
mitad del circunradio de dicho triángulo. 


+ 
PLA 


Bea Y la circunferencia de los nueve puntos del AABC . 


BS; Altura > FL es diámetro de: 
€ = FL=2r 


Debido a que AL=LC 

=> OL_LAC 

Pr teorema: HB = 2(OL) 

=> HF=FB=OL 

Luego OLFB es un paralelogramo, pues: 
WB/LO y FB=LO = 2r=R 


r=- 





R 
2 
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En el gráfico el AABC es obtusánglo. 


Se demuestra en forma similar a la anterior: 


OLFB: Paralelogramo y 


r=— 


2 


12.2.2 El centro de la circunferencia de los nueve puntos es punto medio del seg 
mento que une el ortocentro y circuncentro de un triángulo dado. 


e En el gráfico sea Ẹ la circunferencia 
de los nueve puntos del AABC . 





e H y O: Ortocentro y circuncentro 
del AABC , respectivamente. 


e Se sabe HE=EB . Como AM=MC 
y O circuncentro. 


=> OMLAC 
e Por teorema: 
= OM = HE = EB 
BP al ser altura => EM: 
Diámetro de Q 
AHOE = AOOM (ALA) 
=> HO, = 0,0 =d. 
EO, = O¿M =r 
O, : Centro de Q 


e Se demuestra entonces O, biseca a OH . 




















TORIAL CUZCANO 


Siel AABC es obtusángulo tam- 
bién se demuestra en forma 
análoga: OO, =0,H donde H 
35 ortocentro, O es circuncentro 
del AABC y O, es centro de la 
circunferencia de los nueve pun- 


AL 


> 


A 
E 






Circunferencia 
de los nueve 


2.3. La altura de un triángulo biseca 
al arco, en la circunferencia de 
los nueve puntos, cuyos extremos 
son los pies de las otras alturas. 








AAA E ETY 








PUNTOS NOTABLES 


Circunferencia de los 
nueve puntos del AABC 


- 
Paia 
"oea 
o 


e Sea $ la circunferencia de los nueve 


e Se observa APOS es el triángulo 


órtico del AABC . 


e Por teorema 10.5 H es incentro del 
A PQS, por ángulo inscrito: 


mPE = mÉS = 26 
mSD = mDQ = 20 
mPF = mFQ = 2y 

















UZCAN GEOMETRIA 
12.2.4 La recta tangente ala circunferencia de los nueve puntos en e punto medio 
de un lado, es paralela a la recta tangente a la circunferencia circunscrita en 

el vértice opuesto. 








= © E 
e Sea. Z o y Z, tangente a , y 
6) respectivamente. 


©» esla circunferencia de los nue- 
ve puntos del AABC . 


+ BS: altura y H ortocentro => EM 
es diámetro, luego EM contiene al 
centro de $, . 


ə Debido a que AM=MC = OM 1 AC 
e Por teorema: HB=2(0M) 

> HE=EB=0M-=/f 
e Se verifica OBEM es paralelogramo (debido a que EB=0M y EB//OM). 


e Por teorema de circunferencia. 





AA z e o eo 





© e 
En el gráfico 2, y Z, son recta tan 





gentes a Y, y $, respectivamente, se 





pm 
=- 
e.” 
- 
e” 
- 
-” 
.” 
a” 
>” 
-= 
=” 






k5. La longitud del segmento, CUYOS 
extremos son un vértice de un 
triángulo y el punto de corte de 
la prolongación de la altura tra- 
zada de dicho vértice hacia un 
lado con la circunferencia cir- 
cunscrita, es cuatro veces la dis- 
tancia del centro de la circunfe- 
rencia de los nueve puntos ha- 
cia dicho lado. 






PERA 


ieai a a AALE ENT T E rr... 


— AAA NOTABLES 


e Debido a que Y es la circunferencia 
de los nueve puntos, se cumple 
BE=EH donde H es ortocentro del 
AABC . 


Por teorema 8.5: HQ=0D, como BQ : 
altura EL es diámetro, en A“ EQL: 


 -_———— 


OM es base media = a+b=2x. 


e Del gráfico: BD=2a+2b 
= BD = 2l(a +b) 


BD=4x 





En el gráfico se cumple: 





Lao 
ZCAN 
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12.2.6 La circunferencia de los nueve e Sea Y la circunferencia de los nueve 
puntos biseca al segmento que 
une el ortocentro con cualquier 
punto de la circunferencia cir- 


cunscrita a un triángulo. 


puntos cuyo centro es Oj, y O es cen 


tro de la circunferencia circunscrita al 
AABC . 


e Por teorema: 12.11 y 12.1.2 se tiene: 
H=2r; 0,0, y H son colineales, ade 
más 00, = 0,H . 


e En AOHF se tendrá: 





e Por teorema: OE es base media 


En el gráfico Y es la circunferencia de ss H6=EP 
los nueve puntos del AABC y H es | 


ortocentro de dicho triángulo se cumple: 





Circunferencia de , 
los nueve puntos 
del AABC 





En el gráfico se cumple: 





TEA AAA AAA AAA AS 












EOREMA DE FEUERBACH 





PUNTOS NOTABLES 


LA circunferencia de los nueve puntos es tangente a la circunferencia inscrita 

















7 
4 


Circunferencia de 
los nueve puntos 


del AABC (%) 


Circunferencia 


el gráfico se cumple: 


e, y 6. son tangentes 


un triángulo y a-cada una de las circunferencias exinscritas. 


ii 


f 

Í H Circunferencia de 
Circunferencia 
inscrita del 


AABC_(%;,) 





En el gráfico se cumple: 


%, es tangente a Y, 


decto a las circunferencias exinscritas: 


En el gráfico: Ká , Br y 6, son las 


circunferencias exinscritas del AABC . 


G es la circunferencia de los nue- 
ve puntos del AABC . 


Se cumple: 


es tangente a %, , G, y G. 


La demostración de este maravi- 
lloso teorema se realizará en el 
capítulo de temas selectos. 








cutie 


FER | OTROS PUNTOS NOTABLES L ET 


En todo triángulo el punto de concurren- 
cia de las cevianas trazadas hacia los pun- 
tos de tangencia determinados por la cir- 
cunferencia inscrita, se conoce como pun- 
to de Georgonne. 
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+. Por teorema de circunferencia: 
AQ=AN=n, BO=BM=a, 
CN=CM=m 


e Del gráfico: 
(AQ)(BM)(CN) = (AN )(BQ)(CM) 


ə De la observación, se tiene: 


AM ' BN y CQ son concurrentes 


PUNTO DE NAGEL 


En todo triángulo el punto de concurre 
cia de las cevianas interiores trazadas hii 
cia los puntos de tangencia determi 
dos por las circunferencias exinscritas si 


le llama punto de Nagel. 


Ai L CE HTM 2 


Si ace=bdí = AN, BL y CM 
son concurrentes. 


AA ÓN 
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Por lo cual al trazar una de las cevianas 
AQ, BR o CP determinan regiones 
triangulares isoperimétricas. Debido a 
esta característica al punto de Nagel 
también es conocido como el punto 
isoperimétrico. 


de de 


TEOREMA 


El punto de Nagel de un triángulo es el 
incentro de su respectivo triángulo 
anticomplementario. 


lr el teorema 8.2: 
CG, CH=BL y Al=BM  ..(l) 


f teorema de circunferencia: 

AP AI=AR, BL=BP 

BQ, CH=CR y CG=CQ 4H) 
(l) y (MM : 

“CQ, BQ=AR y BP=CR 


mo : (AP)(BQ)(R)=(PB)(QC)(AR) 
observación del punto de 
Migjonne, se concluye: 


AQ, BR y CP son concurrentes. 


== Nota 





Si N : Punto de Nagel del AABC y 
AA'B'C': Anticomplementario del 


TEAM , BM=BQ y CQ=CG 
timetro AABQ = Perímetro AAQC 





SAA ide FEET LTE EE A 





LI A A AAA E 





-—- > 
e Por teorema 8.2 : 
CD=p > AD=p-b 
e Por teorema de circunferencia : 
AE=p-b 
e Análogamente : c 


BE=CF=P-a 


e AFBC: Teorema de 


Menelao ( CE: secante) 


(p-b)m(p-a)=(p-a)nb 





b 
= (1 
e (1) 


+ ABA'N - ASNF (AAA) 





m2 [l 
s g] (1) 
e De (I) y (II): 
ł=p-b => SC=p-b+p-a=C > SC =CA 
e AA'SC 


Isósceles = mzXA'SC=mz4SA'C=a 
e Por ángulos alternos internos; mxSA'C=a 
=> A'N: Bisectriz interior 


e Análogamente, B'N y C'N son bisectrices. 


N : Incentro del AABC 
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INTO DE PONGELET 


ida la circunferencia exinscrita relati- 

ca un lado, el punto de concurrencia 

¡las cevianas trazadas hacia los pun- 

¡de tangencia se llama punto de 
alet. 

Circunferencia exinscrita 









> 
C AS 
im 


nm demostrar la concurrencia de las lí- 
W mencionadas, usaremos el siguien- 
teorema (recíproco del teorema de 

R 





AL, BQ y CR son 
CQ)=(AQULC)IBR) concurrentes 
#l gráfico sea %, la circunferencia 


nscrita relativa a BC . 





$ Y $ Se eo??? 


de «de 


DO OO O eee 


PUNTOS NOTABLES 


Por teoremas de circunferencia AM=AS, 


BM=BN y NC=CS 

> (AM)(BN )(CS) = (AS)(NC)(BM) 
Por el teorema mencionado BS, CM y 
AN son concurrentes. 





En el gráfico: 


e G, © y 6, son las circunfe- 
rencias exinscritas del AABC . 
e P Ps y Pa : Puntos de Poncelet 


relativos a AB, BC y AC res- 
pectivamente. 


e Q: Punto de Nagel del AABC . 





Laa 
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PUNTOS CONJUGADOS ISOTÓMICOS 









Si en un triángulo se trazan desde cada 
vértice un par de cevianas isotómicas tal 
que tres de ellas, una de cada vértice, 
sean concurrentes entonces las otras tres 
también concurren. 


tU) 


En el gráfico: 


CE y 
BI 
AG y 


Líneas isotómicas: 


2| E| Ql 


BI concurren 


E 


concurren 
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En el gráfico: 





Se va a demostrar: 


Por Teorema de Ceva: 
a(x)(0+k)=(a+m)(b+r)1 
ab(/+k)=(a + m)(x +1)£ 
x b+r 


b x+r 
Acomodando: —(x+b+r)(x-b)=0 


x=b 





PUNTO SIMEDIANO O PUNTO DE LEMOINE 


Se llama simediana a la ceviana isogonal 
respecto de la mediana en un triángulo 


El punto simediano es el punto de con 
currencia de las semidianas de un trian 
gulo. 


Y 



















Il gráfico: 

AQ, BP y CR son simedianas 
6: Baricentro del AABC . 

+ Punto Simediano del AABC . 


. 
Ma. aa A 
- 


demostrar la concurrencia de las 
lanas hay que tener en cuenta al- 
teoremas previos: 





-AC A 


=> AP CR y CQ son 
senÚ =senx senz seny concurrentes 


Nrema anterior es muy importante 
MA concurrencia, con el cual se de- 
tra rápidamente lo siguiente: 





PR AAA AAA As 


PUNTOS NOTABLES 


E 
. q” y 
o 3 





Q y Q'son conjugadas isogonales. 


Con lo último la demostración de la con- 
currencia es inmediata: 





Debido a que las medianas son concu- 
rrentes en el baricentro (G), por el teore- 
ma anterior las isogonales de las media- 
nas (simedianas) también son concurren- 
tes (en S). 


Luego G y S son conjugados isogonales. 









Con respecto al último podemos 
asegurar que la isogonal de la me- 
diana BM es la altura BH . 


Además: Mœ ABS- B®AHB 


AR y AS son líneas homólogas 


=> BS=SH 









ə El punto simediano siempre es 
interior al triángulo. 

e El ortocentro y circuncentro son 
puntos conjugados isogonales. 
H y O:Ortocentro y circuncentro 
del AABC respectivamente. 
H y O: Conjugados isogonales 

B 








sopor > oo os 















La razón de distancia de cualquier pun 
to de la simediana a sus lados adyacen 
tes son proporcionales a las longitudes 
de dichos lados. 





c a 
e En triángulo isósceles: AB=BC Y SS 
G: Baricentro A Č 
, i D M 
M: Punto simediano del AABC . e E, 


En el gráfico: BD es simediana 


B 
a 


: 








MÁS 


a — a — 





e En el triángulo rectángulo: 


S: Punto simediano 
Se cumple: BS = SH 





PARALELA III d i aeie aae ea a aa a a e 
















. 
à 
+ 


prolonga BM tal que MN=BM 
IMC = ABMA (L.A.L) 

$» máMNC = 0+a y NC=c 
BHPO: — Inscriptible 

=> mxX4HOQP =98 y 
> mxXPHO = 0+0 


JHP ~ ANBC : 


și segmentos en que divide la 
mediana a un lado son proporcio- 
alo a los cuadrados de las longitu- 

4 de los lados adyacentes a dicha 





simediana. 


. C 
leorema anterior: — =— 
BD A 





PRA AAA AAA 


PUNTOS NOTABLES 











A T c 
Hr —— y 
MMAHD: m=xsen0 
ESDRC: n=ysenß 
x sen8 C 
> = == 
y sen a 
senð a 
AABC - Pra 
sen c 
nE 
Reemplazando: es 
ELE 
y a” 


Si trazamos una ceviana tal que 
divida internamente al lado opuesto 


en dos segmentos proporcionales a 
los cuadrados de los lados adyacen- 
tes a dicha ceviana entonces dicha 
línea es Simediana. 





El punto simediano es baricentro del 
triánaulo pedal asociado a dicho pun- 
to, 


En el gráfico: 
S : Punto simediano del AABC . 


APQR: Triángulo pedal del AABC 
respecto de $. 


Lia 
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En forma análoga al teorema se prolon- 
ga la mediana BM (isogonal a BS) tal 
que: MT=BM 


AAMB = ACMT 
=> mxBTC = 0ta 
mxXCBT = 9 





ewwer III Z rr rr EEEE EEEa 
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¡MASPBO: Inscriptible 
=> m<PQS= 9 


mxSPQ = 0+0 


ASRCQ: Inscriptible 
mxXESQ = y 
APSQ - ATCB 
CM y SE: Líneas homólogas 
BM =MT > PE=E0Q 


Se demuestra RE es mediana, en forma 
análoga QN es mediana. 


-. Ses baricentro del APQR . 


e La simediana relativa a un lado, cor 
ta en el punto medio al segmenta 
antiparalelo a dicho lado cuyos extre 
mos están en los otros lados. 


En el gráfico BD es simediana relall 
vaa AC y PQ es segmento antipa 
ralelo a AC respecto del XABC 


A D C 


Se cumple: 




















a la mediana BM: 
=> mMm<ABD = mxMBC 


r PQ antiparalela respecto del 


WN 
J 
* 


w 


=> m<BPQ = mxACB 


tráfico, se puede asegurar: 
AABC ~ AQBA 


BE son líneas homólogas, pero 


e mediana => BE también es me- 


acC 
lo anterior se puede concluir si 


F es antiparalelo con AC res- 


9 del XABC y RN=NT en- 
5 la simediana relativa a AC 


1 por N. 





Per rrI AI Ar 


A aa AAA A AA A A T FETTE TOF VOEE 


PUNTOS NOTABLES 


ALA 


Se llama exmedianas a las rectas para- 
lelas a los lados opuestos trazadas desde 
los vértices. 


El punto exmediano es el punto de inter- 
sección de dos exmedianas. 





En el gráfico: 


A aa E AA aa E AL 
Z IBC, Z,//AC y Y, // AB 





Dos exmedianas y la mediana trazada del 
tercer vértice son concurrentes en uno de 
los puntos exmedianos. 





¿0d A 
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En el gráfico: 
So e (> 
Z, Z, y L; son las exmedianas 
AN, CL y BM son medianas. 
Se puede observar ABQC, CBPA y ABCR 
son paralelogramos, en los cuales N, Ly 


M son puntos medios de sus diagonales 
respectivamente. 


porros >?o”> 


E TEES 

> Z, Z, y CL concurren en P 
e $ — 
Z, Z y AN concurren en Q. 
er 
Z, , Z, y BM concurren en R. 








De los gráficos el AABC es el 
triángulo mediano del APQR. 


PUNTO EXSIMEDIANO 


Se llama exsimediana a cada una de las 
rectas tangentes en los vértices del trián- 
gulo de la circunferencia circunscrita. 


El punto exsimediano es el punto de in- 
tersección de dos exsimedianas. 


Lirio ECETTEL CLE LEA LA ainai daa da e aada iaaii aa a Saa 


























En el gráfico: 


$ : Circunferencia circunscrita al AABC 


o o e 

Z , Z, y ZB: Rectas tangentes a Y 
en C, B y A respectiva 
mente. 

o o e 

Z., Z, y L,: Exsimedianas 





Dos exsimedianas y la simediana traza 
da del tercer vértice son concurrentes el 
uno de los puntos exsimedianos. 





En el gráfico: 


o e. 
Z, y Z: Exsimedianas 


CD : Simediana 


Se cumple: 


KO 


e E 
Z; y £, y CD son concurrentap 





















AN 


e 
t, Ae A 


alizar esta demostración se re- 
& conocer algunos otros teoremas 
ügación armónica) que se estudia- 
más detalle en la publicación 
Foporcionalidad de segmentos y 
lanza, la cual expondremos bre- 
nte: 


O 





Si A,B, Cy D: Cuaterna armónica 
E.F Gy H: Cuaterna armónica 
> 0,CyG: Colineales 


=. =. =... .s 


En el gráfico tracemos la tangente en C 
IAF corta a la prolongación de AB. 
: = BF se dice E y F son conjuga- 


Imónicos de AB . 
NS > > 
', OE, OB y OF: Haz armónico 
¡Centro del haz 


E, By F: Cuaterna armónica. 





Se va a demostrar CD es simediana del 
AABC . 
AQPR: Teorema de Menelao 

m k 


mlz = fnk > — =- 
a ar 


M, C y D forman una cuaterna ar- 


P O, Ry S también forman cua- 
ñ Armónica. 


PRA a aaa aa aa a III AI III 





= Q.C, Ry F: Cuaterna armónica 
> > > > 
PQ, PC, PR y PF: Haz armónico 
Xx OE 
19 BF 


AABC : Por propiedad de semejanza 


AF_b* 
BF a? 

Y 
2 y a” 





Del último teorema, se demuestra 
en forma análoga para AE y BF. 
=; CD, AE y BF son medianas. 
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PUNTOS DE BROGARD 


Dado un triángulo ABC y un punto P si 


mxPAB = m<PBC = mxPCA , entonces 
P es el punto de Brocard del triángulo 
ABC. 


Si m<PAB = m<PBC = mPCA 


prop... rs? 











e Todo triángulo no equilátero lie 
ne dos puntos de Brocard, vea 
mos: 


Dado el triángulo ABC, trazamos la 
circunferencia 6, , que pase por! 
y sea tangente a AB en A, luaja 
trazamos G , que pase por B y ami 


A 


tangente a AC en G- 












Por ángulo inscrito y semiinscrito „i 
%, y 6, , tenemos: 


= mxPAB=mXPBC = m<FCA 






P: Primer punto de Broi ol 


> 
“e 
os 
<> 
Lo 
+ 
+ 
+ 
> 
+ 
eS 
en 
+ 
+ 
« 
EA 
+ 
$ 
> 
s 
s 
+ 
e 
> 
> 
+ 
> 
+ 
+ 
e 
> 
Le 
de 
de 
$ 
e 
as 
$% 
S 
Le 
< 
+ 
Lo 
$ 
+ 
> 
ea 
% 
+ 
p 
“e 
+ 
& 
+ 
+ 
2 
> 
+ 
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amente, trazamos %, que pase por 
A tangente a BC en C, luego traza- 
| que pase por C y sea tangente a 


i B. 
mM4P'AC=m<P'BA=m<P'CB=Q 
+ Segundo punto de Brocard. 


I Medida del ángulo de Brocard. 








"HO necesariamente es punto de 


Miente de la medida del ángulo 
mios de los ángulos interiores del 





CARAC 


Fmd es igual a la suma de las + 


PUNTOS NOTABLES 


Si P: Punto de Brocard 





e Prolongamos AP hasta S, tal que: 
CS//AB = mxCSA=0 


e APCSB: Inscriptible 
=> mxXPCB = mxPSB =0 


e Trazamos CH y SL perpendiculares 


> 
a AB => CH=SL=h (CHSL: rec- 
tángulo). 


e AASL : cota =^ 


e Pero: AL=AH+HB+BL 


AH + HB + BL 
=> cota =— a 


AH HB BL 
=——— 4 — + 
h h h 
=cotA + cotB + cot(a +0) 








BEE EA 





y | 
cutaig Á a ——————— GEOMETRÍA 














De la siguiente expresión se conclu- 


; e AALC: Teorema de senos 
ye que los ángulos de Brocard res- 


sen _ b 


+. Se observa: &+0=C + e Se observa: x+y=a AM) 
- cota. =cotA+cotB +cotC y o 
AAA * 2 De (1, (1) y (1): x=-32 
_ Observación 11D $ ; (1, (N) y \ al +b” 


_— 


pecto a P y P' son de igual medida. 


«e dde 


sen o xX 


de de 





sen w _ a? +b" 


mA 


sen Ql ab 


+ + + 


La medida del ángulo de Brocard es ma- 


yor que 0° y menor O igual que 30°. > Sabemos: (a by > () 


a? _2ab+b*>0 


a: medida del ángulo de Brocard 


2 2 
a +b. >2 
ab 
> sen (0 > 2 seno 
ə Además: sen w < 1 


= 1>sen M> 2 sen U 


=> 1 > 2 seng 


1 
= sends- 


2 
0° <a < 30° 


PUNTO DE SPIEKER 


El punto de Spieker de un triángulo es el. 
incentro de su triángulo mediano. 





e Prolongamos AP hasta S, tal que 


AI AAA 


mxXASB =Q. 
e ABLS- AALC (AAA) è 
PA as 
NS (1) è 
+ 
ə AABC-ABSC (AAA) A 
t a z 
_=> UD 
> ==> m $ 
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e: 


hunto de Spieker es el punto de con- 
lencia de los ejes radicales de las cir- 


dh de 


rencias exinscritas. $ 
| 5 
§ de efectuar la demostración, men- + 


emos algunas propiedades del eje + 


* 


De Da 


Loss.” >. 


". Eje radical de Ẹ, y 6, 








cumple : 
05 JA 
z 10,0, 
PL=LQ , MH=HN 


| eje radical es perpendicular al seg- 
mento que une los centros . 


'eje radical biseca al segmento tan- 
te común a ambas ci rcunferen- 
Y 

A 


Sesor ooo rre AAA AAA 


a 
e? DS 





PUNTOS NOTABLES 





E 
Z, : Eje radical de Ø y 6, 
E 
%,: Eje radical de E y 6, 


«> 
Z: Eje radical de 6, y G, 
© e > 
Se cumple: X, Z, y Z} concurren en 


un punto (T), al cual se le llama centro 
radical. 


Se ha mencionado sobre el 


centro y eje radical para circunfe- 
rencias exteriores, debido a que 


las circunferencias exinscritas lo 
son, ya en la publicación sobre eje 
radical se analizará para los demás 


Casos, 





MIRE —— LA d d AAA A AA 
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O, 
z = 
Del gráfico: 
e S: Punto de Spieker del AABC . 
. 6, 6, y Ga las circunferencias exinscritas del AABC . 
+ AMNL: Triángulo mediano del triángulo ABC 
= LMNC y LMBN son paralelogramos 

ə Se observa AO,O,O, es triángulo exincentral del AABC . 

H - Incentro del AABC y H: Ortocentro del A0,0,0, (Teorema 10% 


e Luego: MJ//0,€ => MJ L 0,0, 
11//0,B = L110,0, 



















orema de circunferencia: : 

TA=BQ > TM=MQ, $ 

E decir que “M” está en el eje ra- * 

We C, y €, y debido a que 
© $ 

0,0, = Z, es eje radical de 
> 

a análoga Y, es eje radical 


ho 6. 


centro radical de G, Ú, y Ga 





TTA 


. + e OCEPD: Inscrit 
Y F son puntos de los lados BC, > = = AER = mXEPQ = B 
W respectivamente del triángulo H ; | 
onces las circunferencias que + * Por ángulo exterior del AABC : 
r las ternas de puntos B, D y F; + mZX4LAC= a +8 
DIA, F y E son concurrentes, a H DAEPF: Inscriotible 
lo de concurrencia se le cono- > á BA p 
i punto de Miquel. > z. WẸ, pasa por P 
i 


= Nola 

















aue der AABE P: Punto de Miquel del triángulo 


i > ABC respecto a la terna D, E, F 


Wemostrar la concurrencia ten- + ADEF : Triángulo de Miquel del 
Mos que demostrar que el MAAFPE * ABC respecto a P 
seriptible. 


D: Inscrito 
> mXFBD = mxFPO = a 


G. 6, y Gz: Circunferencias de 
Miquel de los puntos D, E y F 


«> «e -> -> qe 


de de 
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PUNTO DE STEINER 


Dado un triángulo ABC; de circuncentro 
O. circunferencia circunscrita € y punto 
de Lemoine K, trazamos la circunteren- 
cia 6, de diámetro OK, los circunradios 
perpendiculares a los lados AB, BC y AC 
cortan a 6, en Q, M y Nrespectivamen- 
te, las paralelas trazadas desde A, B y 
Ca NQ, MQ y MN respectivamente 
concurren en un punto, al cual se le 
denomina de Steiner del triángulo ABC. 


Si K: Punto de Lemoine del AABC , 
AS//NQ, BS/QM y MN//SC - 


$ a E 


S: Punto d 


fr F- La 








PE 


osos 


. + > 
ey «>» "e .» 


roer ran roo por rerrrrrrrrnrrrroooo.s 


EREE a a e a e ++. 


> Sea AS//QN, vamos a demostrar que 
SC//MN y BS//QM . 
e Los Os ACSB y NQMO son inscri 


tos: 
=> mxXQNM=a y mxCsSA=0u 


ə Por ángulos entre paralelas, tenemos 


SC//MN- y BS//QN 


PUNTO DE TARRY 


Dado un triángulo, el punto de Tarry us 
el simétrico del punto de Steiner con rus 
pecto al circuncentro. 


Si S: Punto de Steiner del AABC 








PUNTOS DE JERABEK 


Sea un triángulo ABC, se ubica K U y ii 
en AB. BC y CA respectivamente ial 
que AP=BQ=CR, si desde dichos puii 
tos trazamos paralelas a AC, BA y (M 
ellas se intersecaran en A', B' y © mai 
pectivamente entonces AA'. BB' y í a 


son concurrentes en un punto, al cual 


le llama punto de Jerabek (4,) 





CUZCANO PUNTOS NOTABLES 





| gráfico: 
AP = BQ = CR 


TT 5 Tn OF r ea 
Z //AB, Z,//AC, Z,//BC 


nple: 











y ——+ 
AA', BB' y CC' son concurrentes 


J: Punto de Jerabek 





A, si ubicamos P,, R, y Q, en AC, CB y BA tal que AP, =BQ, = CR, y con 


Ocedimiento similar encontraremos un segundo punto de Jerabek (J.). 
| gráfico: 

AP, = BQ, = CR, 

a ERA E o 
Z AB, Z, //AC, Z; //BC 
lén: 

b y — 

AA", BB" y CC" son concurrentes 


d,: Punto de Jerabek 





En un triángulo se pueden ubicar dos puntos de Jerabek en la parte interna. 
La demostración de la concurrencia no es díficil, en virtud que J, ó J, son 


rentros de homotecia del triángulo determinado con las paralelas y el triángu- 
3 inicial (Ver homotecia). 
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Juntando ambos grá- 
ficos, se observan 
que J; y J, son los 
puntos de Jerabek 


del AABC . 


Sean J, y Js los puntos de Jerabek del ABC (considerando los gráficos anteriores) 
ubicamos L y G en AC, E yM en AB yFyNen BC tal que: 


IN // EJ, // AC, JM // GJ, JI CB y J,L // FJ, // BA 
Se cumple: 
JL=JM=JN y A 
J,E=3,F =3,6 






En el gráfico: 


Sean: J} y J, los puntos de Jerabek | 
(J, obtenido al ubicar los puntos P, fdo, 
Q y Ren AB, BC y CA tal que A L G 


AP=BQ=CR, del primer gráfico y 
J, del segundo gráfico). 


PUNTOS NOTABLES 





TTF «e A 1 ' NM PA g S 
j i emer ; SÁ o ~ - a x y 0 
"TNA o . ve g >i 


e De la misma formā se procede 





$ Y 


para 3, : 
> J E = J,F = JG 


SE 4 + Si alguno de los puntos ubicados 


K o sobre los lados (P Q o R conside- 
AS <> : 
> 5 E rados al comienzo) se ubica en 


> de de 


va 


AO 
E E 


AE y OON , alguna de las prolongaciones se 
2 Nc o obtendrán dos puntos exteriores 


de Jerabek respecto a cada lado. 


0 aad * 










e Resulta un total de ocho puntos 
de Jerabek : dos interiores y seis 
exteriores. 


>>= «le 


ico J, es punto de Jerabek, se ; 
lizado JL/AB, JM/BC y 


y 
/ vamos mostrar: =Y=Z s 
w, Va a de Ay Analizando el caso externo: 


2 AJ 
y, ~ AAVA' ee | 
À e a AA' 
CJ 
= ACTC' CA a | 
l e DO 
ES 
Alh = ABSB' == 
. n a BB' 


1 por Teorema de Tales: 
Ad, _ BJ, 
AA' BB' 


análoga en el ABJ,C : 





CHEF AIRIS 


5. Del gráfico: AP=BQ=CR 
BB' CC' PS E e O ds N 
Z IAC, T, // AB y Za // BC 
y => AA', BB' y CC' concurren en Ja. 

R J, : Punto de Jerabek exterior. 

O A A A E 

Si: J¿N //J,L// AB y JM//CB 

AS => J¿N=J,L=JM 





Laa 
UZCAN 





GEOMET 
Le 
? Ja y J4: Puntos de Jerabek 
>  JNWAC, J¿M/BC y J,L//BA 
> => JN=JM=J,L 
«> 


J E//AC , J¿G//BC y J¿F//BA 
=> 4,E=J3,F=3,6 





«le > 


PUNTO DE FERMAT - TORRICELLI 


Dado un triángulo ABC, si sobre los 
dos se trazan exteriormente los triâng 


los equiláteros ACB', BCA' y ABC', 
cumple AA', BB' y CC' son concura 


tes, a dicho punto se le denomina pun 
de Fermat además se cumple : 


En el gráfico: 


BQ, = AP, =CR, 
O aa © A 
Z IAC, Z,//AB y Z,//BC 


=> AA", BB" y CC” concurren en da 


J Punto de Jerabak exterior 


q: 


AA' = BB' = CC” 


Si J¿F/BA, J¿E//CA y J¿G//BC 
= 3J¿E=3J¿F=3I¿G 
De lo anterior, en la región exterior rela- 


tiva a cada lado vemos que se pueden 
ubicar dos puntos de Jerabek. 





B' 
En el gráfico: 
AACB' 1 ABCA' y AABC' equilátleros 


=> AA', BB' y CC' son concurren 


F, : Punto de Fermat 


Además : 


Pesos rr rr rrorrrrrrrrr AAA AAA AAA AAA 





CUZCANO 















gráfico se trazan inicialmente los 
{Ulos equiláteros ABC', BCA' y 
W luego al trazar CC' y AA' se 
en F, vamos a demostrar B, 
B' son colineales. 


'BAABA' (LAL) 
© máBCC = mxXBAA' = Q 
CC'=AA' 


BO": Inscriptible : 
I máAF C' = 60° $ 
e m<CFB = m<C'AB=60° 


¡UB' resulta ser inscriptible de- 
A que: 


mxAB'C =mxAF,C'=60% å 
mAAF,B'=mzACB'=60% + 
mente: > 


ANB" mxAF,C'+ mxC'F,B = 180° 


B', F. v B son colineales. 
] 





A 

a “e 

| B- 2 
ESA ; 
í y y Si: B de 
| SNA a 9 
607 a s 

94 Š 

WOUT C 60°; 60° ' 
| A ; a, > 
xo r ooy : 
E A : 

60° K 


„ Además: 


PUNTOS NOTABLES 


e Debido a que B', F, v B son colíneales, 
se tendrá entonces: 
AB'CB = AACA' (LAL) 
BB'=AA' 


-e 


BB'=AA'=CC 


SEGUNDO PUNTO DE FERMAT 


Dado un triángulo ABC, si ahora traza- 
mos interiormente los triángulos 
equiláteros ABC", BCA" y ACB", cum- 
ple AA", BB' y CC" son concurrentes, a 
dicho punto de concurrencia se le llama 


. segundo punto de Fermat. 


Además se cumple: 


AA"=BB"=CC" 





En el gráfico: 


AACB" 


equiláteros 


ABCA' son 


y AABC” 


= AA" BB' y CC' con concurrentes 


F, : Segundo punto de Fermat 


AA" = BB" = CC" 





2 
CUZCANR 


Demostración: 


e En el gráfico los triángulos ACB", 
BCA" y ABC" son equiláteros se ha 


prolongado B"B y AA" las cuales se 
cortan en F, . 


e Vamos a demostrar C, C" y F, son 
colineales. 


e Se observa: 
mxXxACA" = mxBCB" =Q 
mxXxC"AC =mxBAB"=06 


AACA"= ACB"B (LAL) 
=  mzxCAA"=mLxCB"B=0 
AA" = BB" = m ss 48) 
AC" AC = ABAB" (LAL) 
=> mxC"AC=mXAB"B=A 


CC" =BB"=m ..- (I) 


e En ¿De : 60° +0 = ġ + mxAF,B" 


2 


= mZAF,B" =60° 











«e 


peroo raror re n.ooreorroe e rr7rr rr rr AA AAA 


























e Luego el AF,ABC” es inscriptible 
=> mxXAC'F, =0+A4 

e Enel AACC": 5+4=mzxAC"*E, 

=> C, C” y F, son colineales 


ə De (1) y (I!) se deduce: 


AA" = BB" =C" 
Si se ubica un punto en el plano de Y 
triángulo cuyos ángulos interiores #0 
menores 120%, si la suma de distan 
cias hacia los vértices es mínima uN 
tonces dicho punto es el primer punk 
de Fermat. 


En el gráfico: 
Si MA+MB+MC es mínimo => M 
es el primer punto de Fermat. 


e Lo que vamos a busca 
MA+MB>+MC, para cualquicw pA 
del plano, considerando que el AAI 
es fijo. 










AL CUZCANO 
Irazan los triángulos equiláteros: 
Ny ABL = mxLAN = mZBAM = Q 


ANAL = AMAB (L.A.L) 
=> NL=MB 



















erva: 
"MA + MB + MC = CM + MN + NL 


lo debido a que el triángulo ABC 
Mo => L también es fijo. 


“que se busca es MA+MB+MC 
mimo, que será lo mismo que 
AFMN+NL mínimo, lo cual se 
cuando C, M, N y L sean 
ineales y más aún como C y L 


3 S 
fijos > My Nen CL. 


iÍ tenemos: 


lo anterior se deduce M es el pri- 
punto de : Fermat, debido a que 
encuentra CL y mxAML = 60° . 


mbién se nota: 


C = m<4AMB = m£BMC = 120° 





PUNTOS NOTABLES 


os 






r ba > 
AS (3 


© Sea F el primer punto de Fermat 
del A ABC cuyas medidas de sus 
ángulos interiores menores a 120°. 
Se cumplirá: 

m<AFB = m4BFC = m<CFA = 120° 





F es punto de Fermat 


ə Siel triángulo ABC tiene un án- 
gulo interior cuya medida es 
mayor a 120°, el punto de 
Fermat (F) es externo, seguirá 
cumpliendo : 


AA'=BB'=CC' 





B' 


En el gráfico: mxXABC > 120° 
AABC', ABCA' y AACB' son equiláteros. 
+ Se cumple: B'B, AA' y CC' concurren 





Dee DIO DD ODO O e e e e e e e e e e EEEE 


AA' = BB' = CC' 





mm GEOMETRÍA 


CIRCUNFERENCIAS NOTABLES 


En esta sección estuidiaremos aquellas circunferencias que pasan por puntos deta 
minados por alguna característica respecto a un triángulo. A dichas circunferencias 
llamaremos circunferencias notables. 


CIRCUNFERENCIA DE MANNHEIM + Demostración: 


Dado un triángulo ABC, las mediatrices 

- SS > > 
de AB y AC intersecan a AC y AB 
respectivamente en M y N. Se cumple 
que el circuncentro, M, C, B y N son 
concíclicos. 


La circunferencia que las contiene se 
denomina circunferencia de Mannheim. 





/ 
. 











A 
; 90°- 
A | A- 
a — a | 
At A 
e En el gráfico O es circuncentro dh 
A MC AABC . 


R 


e Por teorema de la mediatriz. 


En el gráfico: NA = NC = AANC es isósí olan 


MA = MB > AAMB es isósí olal 


o e ES 
e Z, y Z, es mediatriz de AB y AC 


respectivamente. 


e O es circuncentro del AABC . 


e Debido a m<HOM = m<MCN - U" 
= DNOMC: Inscriptible 


ə Se cumple: mxXOMA = mX£ONA -= u 


= AMONB: Inscriptible 





$: Circunferencia de Mannheim O, M, C, B y N son conciclicin 


Y» 
poro rro rr rr r ron rrrprroprorprrrpo porron roo orso.os rs 












Observación 10D CIRCUNFERENCIA DE CONWAY 


a las siguientes posibilidades de la Si las longitudes de las prolongaciones 
tunferencia, la demostración es aná- de los lados de un triángulo son iguales 


a (O es circunferencia del AABC ). a la longitud del lado opuesto al vértice 
Circunferencia de desde el cual se ha trazado las prolonga- 


Mannheim del AABC ciones, entonces los extremos de las pro- 
longaciones se encuentran en una mis- 
ma circunferencia, llamada circunferen- 
cia de Conway. 





as a 


Tel AABC es obtusángulo de cir- 
Muncentro O: 





Si: AP = AQ = BC =a 
BT =BU=AC=b y 





> 


- 
> 
- 
= 
” 
- 
a? 
- 






+ is aa LA A A 
+ 





La e e 


PFPRIILIAILIALIIIAIAIIAAIIAIAIA III III 





R 





idad bl tas dr hidd A A A e es F + Y ETE Y 
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e Los triángulos APQ y ATS son isós- 
celes. 
=> mxAPQ=mxAQP 
m<ATB = m£ABT = Q 
e Análogamente: 
mxXUPC = mX£PUC = m4CSR = m<CRS =f 


mxBUT = m<BTU = m<BQR = m<BRQ = 60 


2a + 2B + 20 = 360° 
=> &œ+þß+0=180° 


e AABC: 


Por ello los cuadriláteros QPUT, PUTS, 
UTSR, TSRQ, SRQP y RQPU son 
inscriptibles. 


P Q, R, S, T y U son concíclicos 


oaas 
E 


El incentro de un triángulo es el centro 
de su circunferencia de Conway. 


Si: |: Incentro de ABC y 


Gi Q: Circunferencia de Conway. 








e Trazamos DLAC e IE L AB 
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error roo rrrr rr rro rr rro rrroroorpr rr rroroporprrSrooronro rro»... 
















e Por el teorema 8.1: 
AD=AE=p-a 
e Se observa que: 


PS=0QT =UR=a+b+c= 2p 


=> PD=DS=QE=ET =p 
o e 
e Por lo cual DI y El son medial 
de PS y QT. 


|: Centro de Y 


CIRCUNFERENCIA DE ADAMS 


Si por el punto de Georgonne de un IA 
gulo se trazan paralelas a los lados i 
triángulo de contacto interior, estas j 
ralelas cortan los lados del triángulo 
seis puntos. Estos puntos están un Y 
misma circunferencia, llamada circun 
rencia de Adams. 


Si: N: Punto de Georgonne 


APQR : Triángulo de contacto inte 
A CD z 
Z PO, ZIUR v 


SE A 
Z, II PR 









IR 
OA 


inferencia de Adams 


PRA EEEE ETT 





N 


NS 
PX 


Ri A de contacto interior = PB=BQ 
1 AR y CR=CQ 


Teorema de Tales 


PHFPPILCICILILIIIILIIIIIIIIIIIIIIIIIIICIICI 


Teorema de Tales 


¿PER 


PUNTOS NOTABLES 


e De (1), (II) y (ID): PE=FQ 
e DEFG: Trapecio isósceles 
=> G,REvyD: Concíclicos 


Se sabe: mzxARP = maxPOR = 8 


e Análogamente: 
EHID: Trapecio isósceles 
> FE, Dyl Concíclicos 
E, D, ly H: Concíclicos 


e IFGH: Trapecio isósceles 


=> mZFGH = 0+8 

=> D,1 H y G: Concíclicos 
| H,GyF: Concíclicos 
H, G, F y E: Concíclicos 


." G, F E, D, 1, H: Concíclicos 


CIRCUNFERENCIA DE TAYLOR 


Las proyecciones de los pies de las altu- 
ras de un triángulo sobre los lados se 
ubican en una misma circunferencia, 
conocida como la circunferencia de 
Taylor. 

















i cunferen cia de Taylor 


X 
Y 


r 


EA 


PESA A R o] PRE 
: E = Y i i m E E E x 

y Pesa x TE Boe, > e ud y EE T A pr a: i ; E 4 . 
ETA > g de 2 o f. bo zte AA 
de 2 o no A soer] A - x 


5 DH A SD 
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CUZCAN GEOMETRÍA 





ds 





ə Para la demostración tener en cuen- 
ta, las siguientes propiedades. 


errors proooeoo 





¿Lo rrpr o o . 49.4 


e RS//AB > m<ABC = m<RSC = |! 
e MAABTO: 
Inscriptible > mxTQU=p 
Q, R, S y T son conciclicon 





ə Análogamente: 
R,S, Ty U son conciclico 
S, T, Uy P son concichico 
T, U, Py Q son concíclico 
U, P Qy R son conciche 


PQ//BC = m<PQA = m<BCA = a 


o MAPSC: 
Inscriptible > mxBPS = mXBCA = 0 
e Se sabe : SR/AB > mXPSR=a 


ə Por teorema de configuración 


P Q, R y S son concíclicos P Q, R, S, T y U son conch mii 


e de e e e a > o CEEE E e e e a ME E a TELER E E E a i e e $ $ e 
* ” 
o 
 — a 
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FERENGIA PEDAL 


ñ circunferencia circunscrita al triángulo pedal. 






E, 


Arico: 

T Triángulo pedal del AABS , res- | AMNL : Triángulo pedal del AABS res- 
pecto de P pecto de Q. 
Circunferencia Pedal respecto G : Circunferencia pedal respecto 
de P de Q. 


inferencia que pasa por los vértices de un triángulo pedal (circunferencia pe- 
uca a los lados del triángulo dado en otros tres puntos los cuales son vértices ` 
'Irlángulo pedal. 


HCO: 
IG: Triángulo pedal del AABC 
respecto de P 





Circunferencia 







10s las perpendiculares en M y 
Y AC respectivamente, se en- 
5, se cumple: 


MSLB = 902 


---- am 


2" L 





NL : Triángulo Pedal del AABC . 









GEOMETRÍA 


e En el gráfico se cumple: @œ=ß e DOTJW y OOALB: Inscriptibles 
=> mWTJ=ß y mxLBA=0 
e Es decir: 
de e. /AWTAB: Inscrito 
«> 
OL y OJ son rayos isogonales del => mX0OTW = mxXOBA 
AOB . 902 -$ = 90”-a 


B=a 


Paso | 2| (recíproco) 





e OQFNG: Inscriptible > m<FGN u 


EN AE e AJEFGH:Inscrito > mxHEG=90" -u 
isogonales, se cumple ME L QF (se + Debido a que: 


va a demostrar x=90"). mXQEH=m2xQMH = 90° ~u 


=> ØAQEMH: Inscriptible 
mxXMEF=909 


© > 
e En el gráfico OM y ON son rayos 






















E 


el primer paso: 
maxSAC=mxPAE = qu 
mxEBP=mxSBC = 80 





teorema de los puntos conjuga- 
'Isogonales (P y S en el gráfico) 
Mene: 


 MĒSCN=m<PCF = 0 





Fel segundo paso: 
el ángulo ACB, se tiene: 







n) 
LE: 
A 
noo a. 
La 






ILAC, PGLAC, PFLBC y 
mxSCN = mxPCF = 0 M 
=> x=90° 







nt “AAA YA HN 


NN 


EFG es triángulo pedal entonces el AMNL también lo será: 


lo cual se concluye que A 





NFERENCIA DE LOS CINCO PUNTOS O DE LOS MOMENTOS IGUALES 


lados de un triángulo dado son las bases de los triángulos isósceles trazados 
lirmente, cuyas áreas de las tres regiones son iguales a la tercera parte del área 
región inicial, entonces los tres vértices de dichos triángulos isósceles, el 
entro y baricentro del triángulo inicial son concíclicos. La circunferencia que 
ł a estos puntos se denomina circunferencia de los cincos puntos. 

gráfico: 

Y G: Circuncentro y baricentro del 
AABS respectivamente. 


iBS |, ABQS y AASC : 


bles de bases AB, BC y AC res- 
tivamente. 





Circunferencia de 





ZA A —————————————— GEOMETRÍA 


lemostración: 





A i a H a C 
Por t : Si G es baricent S 29 =9 _ SAAB 
ə Por teorema: Si G es baricentro => S3yacc= %anGB 7 %AcGB T 3 
S 
e Luego por condición inicial: S aanp = Saase = Saoc = 8 
ə Acomodando las expresiones: SS LAGO = Saase > GS// AC 
Sancc = Sapa > SP//AB 
Saca = Sapoe > SQU/BC 
+ Debido a que los triángulos ABR BQC y ASC son isósceles, las alturas SH, QL y 


PT que también son medianas son parte de las mediatrices de AC, BC y All; 
luego contienen al circuncentro. 


= mxGSO=mXGPO = m4GQO = 90” 


G. P O, S y Q son concíclicos de diámetro OG. 





MAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 





- 
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Observación 


— ARA A 


Si el triángulo ABC es rectángulo (recto en B). 





Circunferencia de los cinco 
puntos del A ABC 


Si: O y G son circuncentro y baricentro del AABC . 


SmBc 


SaapB = Saase = Saboc ~= 3 


Si el triángulo es obtusángulo: 





Sea: 
AABC: Obtusángulo 
O y G: Circuncentro y baricentro de AABC . 


AAPB, ABQC y AASC: 


Isósceles de bases AB, BC y AC respectivamente y: 


S 
i z TA 
| SAAPB F SABQC A SAASC y 3 











A E N E TTNET E 





AOS 
AA, AA oe GEOMETRÍA 


CIRCUNFERENCIA DE LOS OCHO PUNTOS e A BPC: Teorema BN'=N'C=m 


Dado un cuadrilátero inscriptible de 4 =. H, P y N son colineales 


pho 


diagonales perpendiculares, los puntos * 

| | + G, P y M son colineales 
medios de los lados y las proyecciones + MEDIA 

del punto de corte de las diagonales ha- $ F, P y Q son colineales 

cia los lados están en una misma cir- * E, P y L son colineales 

cunferencia, llamada circunferencia de + (Gráfico anterior) 

los ocho puntos. + 


Si ABCD : Inscriptible, AC L BD, M, 
N, L, y D : Puntos medios. 





o MN, NL, LQ y QM son bases mu 
dias de los triángulos ABC, BCD, 
ACD y ABD respectivamente. 

e MNLO: Rectángulo de centro Ù 

=> OM=0OL=0ON=00=r 
ə Por el teorema de la mediana relativa 


a la hipotenusa en los triángulos QHN 
MEL, QFN: OH=r, OE=r y OF 1 


ə Luego con centro O y radio “r° traza 
mos €. 


H..Q, E, M, N, F L y G sön 
concíclicos. 


rro r rr rr rr rr rr rro rs rr rr AI rr rr AAA a 



















me 


CUZCANO PUNTOS NOTABLES 





NFERENCIA DE BROGARD 


a circunferencia cuyo diámetro 
segmento cuyos extremos son el 
icentro y su punto simediano. 


SiK: Punto simediano y 


Ç: Circunferencia de Brocard 


1 Circuncentro 
+ Punto simediano 


Hr : Ae E 
we A y. Ainii Ja 1 Ll yi ea ae a) 
3 - Y A 
1C1 — UY EE Oi OA 1 
y A A La a ; 





o Nota 
Si O: Circuncentro y 


g: Circunferencia de Brocard 





Los puntos de Brocard pertenece a la cir- 
cunferencia de Brocard. 


Si $ : Circunferencia de Brocard 


A a 


LOMCN : Inscriptible 
=> mxAON=mxX4MCN=a 


DOA'C'B': Inscrito 
=> mzxACB'=a 
" AABC' ~ AABC 













AAA AAA dd 


Í 
g 


ae” Oo A LT EA o CIT < TU ae 











GEOMETRÍA 


e OK: Diámetro > mXKB'O = 907, con lo cual las distancias de K y B' hacia AC 








son iguales: 
dl. =BDN 
(K , AC) 
ə Análogamente: dix 028 y d, 5)” L 
— AN PR: PA 
e Por teorema del punto simediano: (K : AC) = (k BC) 
AC BC 
B'N A' 
AC = 2(AN BC=2 MC — == ——— 
: nd de EN ASA 


e AAB'N-AAMC : LAL = mxB'AN=mxXA'CM = a 
e Del mismo modo: mxXLBC'=a 


e Se observa : 


a+p=90% y mOP = 2B, entonces las prolongaciones de BC' y UN 
llegan a P (por ángulo inscrito y exinscrito). 


. P : primer punto de Brocard 













Mogamente los triángulos AC'L, BA'M y B'NC son semejantes: 


=  mxBAM=mx2NB'C=mxAC'L=8B 


AC' y CB' llegan a P*. 


P': Segundo punto de Brocard. 


UNFERENCIA DE SPIEKER 


circunferencia inscrita en el triángulo mediano con respecto a un triángulo 
D., 5 


B 
AMNL : Triángulo mediano y 
€ : Circunferencia inscrita en el AMNL . 


AS) ES a 
o e as e EN 
AS a LA e A POE 


e Spi Ker- 
A A EE DAA 








En todo triángulo la circunferencia de 
Spieker es homotética a la circunferen- 
cia inscrita, cuyo centro de homotecia 
es el baricentro. 


Si E : Inscrita en el AABC . 
LA 


G: Baricentra, 


Circunferencial de Spieker. 





C 





ə Al trazar el triángulo mediano MNL 


sabemos que %, esta inscrita. 
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> $ G 


«le «> > 


$ 
> 


de de «e e «e > «> 


AAA ETRE AEREA a a a a a a a d a a a aaa a a a 


















Baricentro = se observa qué 
triángulos MNL y ABC $ 
homotéticos con centro li Y 
zón de homotecia de l a 7 


Las circunferencias inscritas 1i 
bién son homotéticas 


> IA E 
; p” má - . * 

En el gráfico anterior, si | eN 
punto de tangencia, entonces al pri 


longar TG corta a MN en el punta 
de tangencia T', además: 


TG=2(T'G)=2K 


AKI 






























- 


El radio de la circunferencia de 
Spieker es la mitad de la circun 
ferencia inscrita propiedades opa 
rentemente parecidas a la oli 
cunferencia de los nueve puntos 


PRIMERA CIRCUNFERENCIA DE LEMOINE 


Si por el punto simediano trazamoos I 
tas paralelas a los lados, los seis pumi 
de intersección con los lados del trini 
lo son concíclicos. La circunferencia ij 
las contiene se denomina primera cl 
ferencia de Lemoine. 










'h 


Punto simediano 
NAC, MN/BC y LT/AB 


he 













Ma E 
Q y N: Concíclicos 


circunferencia de Lemoine. 





MBTS y SQCN son paralelo- 
mos y F E y G son puntos medios 
Wus diagonales. 


ido a que ME =ET = MT y AC 
Añtiparalelas con respecto al: 

ABC = mxACB=mxBMT=a0: 

ma del punto simediano pag. 104) 


MAC = mxXPOB = mxABB = O 
= LAPMTO es inscriptible 


lorma análoga: 


IMPLN y ALNQT también son 
triptibles 


<> > «e le 


q. > > o a «e 


FRA AAA 


e Debido a que AMPLN: Inscriptible 
=> mL2ZAPL = mxANM = Q 
y PM//LT = /ALPMT es un trape- 


cio isósceles. 


e En forma análoga: 


APLNQ y ANQTM son trapecios 


isósceles, con lo cual se demuestra: 


L, N, M, T, Q y N son concíclicos 


SEGUNDA CIRCUNFERENCIA DE LEMOINE 


Si por el punto simediano trazamos 
antiparalelos a los lados, los seis puntos 
de intersección con los lados son concí- 
clicos. 


La circunferencia que contiene a dichos 
puntos se denomina segunda circunferen- 
cia de Lemoine. 


En el gráfico: 

S : Punto simediano del ABC y EH 
y AC, FJ y BC, LG y AB son 
antiparalelas a los ángulos ABC, 
BAC y ACB respectivamente. 
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> 

+ 

Le 

Le 

2 B 
E Segunda 

e 

pa circunferencia de 
+ Lemoine 

$ 

> 

> 

$ 

Do 

-> 

E 





A ma 
Del dato de 1 F lel y Se cumple: EF = 2R cos |) 
e Del dato de las antiparalelas se tiene: LJ =9R cos 0 
mxABC = mX£GLC = m<FJA =0 HG =2R cos ü 
EF-_ e _ 1 _op 


mxXBAC = m4EHB = máLGC = a cos  cosg coso 


m<ACB = m<BEH = m<EFJ =ß De la última expresión, se conclu 
ye que las cuerdas que determini 
cada lado a la segunda circunfe 
rencia de Lemoine son proporcio 
nales a los cósenos de los ángulo 
opuestos, es por ello que a estu cir ` 
cunferencia también se le llama 


Circunferencia Coseno. 


e => ALSJ , AESF , AGSH: Isósceles 


e Por teorema: ES=SH 
FS=5J 
LS=SG 





CIRCUNFERENCIA DE STEINER 





e Luego: 


S equidista de E, F, G, H, d y L La circunferencia que pasa por el vell 
de un triángulo y por los simétrica 
los otros vértices con respecto 
baricentro, se le conoce como cioun 


rencia de Steiner. 
Si G: Baricentro de AABC. 


A'yC': Simétricos de A y L., 1 
pectivamente, con mi 
pecto a G. 


E, L, J, H, G y F son concíclicos. 


También: 


El punto simediano es el centro 
de la circunferencia que pasa por 
los puntos mencionados. 


eE TETELE EEE a a a a a a a a 
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triángulo tiene tres circunfe- 

is de Steiner, las otras dos 
ido B' el simétrico de B con 
to a G) contienen a las ternas 


IC! y CA'B". 











circunferencias de Steiner de un 
MO son concurrentes. Dicho punto 
Wurrencia es el Punto de Steiner 


14), 


LA y %, son las circunferencias 


PUNTOS NOTABLES 





e Supongamos que e, y (A se cortan 


en P es decir que los Os C'BA'P y 
A'B'CP son inscriptibles. 


e Se observa: 
AA'BC' = AAGC , ABGC = ACAB 
máSBA'=mxA'C'=B+0w 
e DA'PCB': 
mxXA'"PB'=mxA'CB'=B+0+0+0 
e Se nota: 
máXC'PB'=mxC'AL = a +0 
> QOC'PB'A: Inscriptible 


La circunferencia que pasa por A, 
B' y C' también pasa por P 


COCPOCILAILILLILILLIILIIIIILIIICICIIIIIIIIILIIIIIIIA 





Los. 


A IN 
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FEA TEMAS SELECTOS (DEMOSTRADOS) | 


En un triángulo, las rectas perpendicula- 
res a los lados trazadas desde sus res- 
pectivos excentros son concurrentes. 






Si E,, E, y E¿: Excentros, 
SS isi = 
Z, LBC, Z, LAC y Z3 LAB 





PEFR EEEE E E e o .”.o 


e Por el teorema 7.13: 
P - Circuncentro de E,E,E, 


= E P=R 
e AAE,L: Por ángulo exterior: » My 


EP 1 AB 





DEMOSTRACIÓN DE LA RECTA DE HOUSSH1 
Sean: 
I:  Incentro, G : Baricentro, 


S: Punto de Spieker y 








dt : N : Punto de Nagel 
e Sean E_P 1 BC i E,P LAC 
e APE,E,: Isósceles 
=> E,P=E,P=R y mXE,PE, = 20. 
e AABC: 2a+2P+20= 360" 
=> a+p+0=180* 
e AABE, : mXAE,B=a = 


POLECO ITELE TITTET TE EE A Ai uh aaah aidaa aa a a 










"mero vamos a demostrar que I, G SA a i Incentro del AABC = 1. Punto de 


4 lineales. > 
TS son colineales A Nagel del APQR (Teorema Pag. 97- 
Mego que I, G y N son colineales b 98). 


e G: Centro de homotecia 


a > ^ G, S yN :colineales 





+ Además: GN=2(GI) 
> 
$ En conclusión: 1, G, S y N son 
i colineales: 
p x GN =2(IG)=4(GS) y 
> 
E7 ? (IG)(SN) = (GS)(IN) 
es : (ver homotecia pág. 170) 
\ s 
\ $ 
0 co HIST” 
> 
Mamos las medianas AP BQ y CR, As 
serva que los triángulos ABC Y + 
Son homotéticos respecto de G y $ 


razón 2. 


O que I: Incentro de ABC y 
S : Incentro de POR. 


" 1GyS: Colineales 


4:  1G=2(GS) 
War homotecia pág. 170) 
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e Seg. J Incentro, 
O : Circuncentro, 


E, y E, : Excentro 


A A 
e Trazamos Y 1 AC que corte a la pro- 


longación de IO en L. 


e Por teorema: 


IM=ME,=m, IM=ME,=n, 


OMLAC y ON 1 BC 


e OM: Base media del AILE, 
=> JO=0OL=?f 
+ ON : Base media del AIE,L 


=> LE, //OM => x=90" 


“. L : Punto de Loriga 
(ver pag. 140) 


Además : 


IO = OL =f 
(ver pag. 85) 





TEOREMA DE NAPOLEÓN 


Si sobre los lados de un triángulo se tra- 
zan exteriormente los triángulos 
equiláteros se cumple que los centros de 
estos triángulos son vértices de otro trián- 
gulo equilátero. 


En el gráfico: 
AABC', ABCA' y AACB' son equilá- 
teros cuyos centros son O}, O, y O, 


respectivamente. 
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Se cumple: 





Demostración: 
e Por teoremas vistos en el punto de 
Fermat se cumple AA', BB' y (17 


concurren en F 


Además : 


mxXAFB = m<BFC = mXAFC = 140" 


 HDAC'BF, OBAC 


y AAB'CF 
Son inscriptibles, entonces lan el 
cunferencias circunscritas a Ii 
triángulos equiláteros concurren E 
F. 













nemos: 







= —— 


las circunferencias AF , BF y CF son cuerdas comunes: 
=> 0,0, LD: 0,0, LAF y 0,0, EN a 


cuadriláteros O,MFN , O,LFN y O¿LFM se deduce que los ángulos del 
10,0, miden 60°. 


A0 0,0, es equilátero. 











GEOMET 





na 
CUZCANG 
SEGUNDO TEOREMA DE NAPOLEÓN 


Si sobre los lados de un triángulo se trazan interiormente triángulos equiláteros, M 
cumple que los centros de estos triángulos son vértices de otro triángulo equilátera 
R' 





En el gráfico: 


AABC". ABCA"y AACB" son equilá- 
teros Q., Q, y Q, son centros de di- 
chos triángulos respectivamente. 


Se cumple: 





















-CUZCANO 
a análoga a la demostración 


H leorema de Fermat. 

J BB" y CC" concurren en el de- 
nado segundo Punto de Fermat. 
«gráfico: maxAF,B = m<BF,C = 60° 
Ser punto de Fermat 2). 


AP "Es, O AB"CF, y A CBA"F, 
4 
'Inscriptibles. 


Las circunferencias circunscritas 
a los triángulos equiláteros son 
concurrentes en F, : 


I teorema: 

OQ LAT, LES y 
QQ, L BF, 

A SQ,RF, A mxSQyR = 60° 

A TQ,SF, < mx40Q30,0, = 60° 


A AQ/Q,Q, es equilátero. 


MA DE FAGNANO 

tin triángulo, si el perímetro de la 
ll triangular inscrita es mínimo en- 
hi la región triangular le correspon- 
Iriángulo órtico y visceversa. 


MY metro pro es mínimo 







Mior, usaremos lo que hemos visto 





PAPFALALILICIRLIALIIIIIIIIIIIIIIIIIIIRIIIIIRI III 


+ toos 


PUNTOS NOTABLES 


> Demostración: 


Nociones Previas: 





Dado el ángulo AOB y el punto P 


¿Cuál es el menor recorrido partiendo de 


Oo e 
P tocando a OA, OB y llegando al mis- 


mo punto P? 


e lenemos por menor recorrido de P'a 
P": m+n+2<a+b+c 


PMN es el menor recorrido. 


Además: 





e APOP" : 2d>m+n+1 


AE KE EKK————2—— 


Lilo 
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Trabajando en el triángulo: 





Se nota que “d” debe ser mínimo: 


= BQ: Altura 





e El vértice Q ya es fijo, entonces debe- 
| mos ubicar los otros vértices P y R, 
para lo cual procedemos ubicando los 
| simétricos de Q respecto a AB y BC. 


e B: Excentro del triángulo PQR. 


A 
=> QB: Bisectriz interior 


ə C: Excentro del triángulo PQR. 
= m<PRC = m<QRC =90°-9 


=> CR: altura 
) AP: «Altura 


i -. APQR es órtico del AABC. 





«ys «e de «> -> de < < -i> DG “> 


OTE CETO STEE CEL A ai corr ai de aa ai 


GEOME 





. Se observa que: FB >BQ 


e De lo anterior se obtiene: 


APQR es el de menor pe! mul 


PRIMER TEOREMA DE MIKAMI Y KOVAYASHI 





También se le conoce como prime 
rema japonés, al teorema aqui ma 
do se le denomina “Probl 
Sangaku”, problemas que colg 
los japoneses bajo las terrazo de 

plos y santuarios (aproximada 
1 603 - 1 867). 

El teorema establece: 

Si en una circunferencia inscrihIM 

polígono y desde un vértice | sal 
trazamos todas las diagonales, IA $ 
de radios de todas las circuniem 
inscritas en los triángulos lorma 
una constante que es independien 


vértice que se elija para la lı al 




















MOnsiderado en el gráfico un hexá- 
Mito, pero puede ser cualquier 
Mono inscrito. 


mbiderado las triángulaciones 
NY B por separado para el mis- 
mo (puede ser cualquier vér- 

llorema expresa la siguiente 


f 






Fab to tb, FO, 





de <> de de «de «> <> de e de de de 





$e 





PUNTOS NOTABLES 


Se ha considerada una triangulación 


arbitrario, de igual forma la ubicación 
de O. 


Se trazan las perpendiculares de O ha- 
cia cada lado y diagonal del polígo- 
no. 


Por teorema de Carnot. (Pág. 53) 

AABC: OM, +0M,-0OD, =R+a, 
AACD: 0D, +0M,-0OD,=R + a, 
AADE: 0D,+0M, +0D, =R+ ay 
AAEF: —OM;-0OD, +0M¿ =R +a, 


Sumando las expresiónes anteriores: 
OM, + OM, + OM, + OM, + OM; + 


Este resultado nos indica que la suma 
de distancias del centro de la circun- 
ferencia (cuando el centro es interior 
al polígono) hacia cada lado, en ge- 
neral para un polígono de “n” lados 
sería: {n — 2)R más la suma de inradios 
para cualquier triangulación. 


Las 
CUZCANS 


e Para el caso particular del hexágono 
ABCDEF ahora escogemos la trian- 
gulación del vértice B, se tendrá: 


OM, + OM) + OMy + OM, + OM; + 
+0Ms = 4R +b, +b, + b3 + b4 


+b, +b3 + b4 


' aj; +a, +a, +a} =b] +b, +b, +b, 


GENERALIZANDO: 


La expresión general para un polígono 
de “n” lados inscrito será: 


n-2 
$ OM, =(n-2)R+ Y ri 
i=] i=l 


n-2 
> Yr=YOM¡-(n-2)R 
i=] i=l 
Donde: 
OM. : Distancia del centro o de la cir- 


| 
cunferencia hacia cada lado 


del polígono. 


:Suma de inradios para una 
triangulación dada. 


Podemos observar entonces que la suma 
de inradios en una triangulación dada es 
constante. 


Recordar que si un triángulo es 
obtusángulo la distancia hacia el 
lado mayor “se puede considerar” 
como si fuera negativa. 

















Por. os” 


Leosor oro rrrrrr rr rr AAA AAA 


Caso Particular |(n=4) 


LEÓN 


En el gráfico r, f,, r} Y rą SON in radiadi 


de los triángulos ABD, BCD, BCD y AC 
respectivamente. 

















Se cumple: 





LUGARES GEOMÉTRICOS 


En esta parte, analizaremos alguno» Mi 
gares geométricos, descritos por los [mi 
tos notables. 


Qq) Dada una semicircunferencia de «li 
metro AB y un punto P de Ii 
semicircunferencia, el lugar geom 
trico del incentro y baricentro il 
triángulo APB es un cuadrante y 4! 
semicircunferencia, respectivarmonie 


D En una circunferencia se ubican l 


puntos fijos A y B y el punto movil 
el lugar geométrico del incent 



















entro y ortocentro del triángulo 
#5 un arco de circunferencia. cir- 
Merencia y una circunferencia con- 
te a la espectivamente. 





llene un cuadrado ABCD, en el 
Mi se ubican los puntos fijos M y 
y el punto móvil L, el lugar 
étrico del circuncentro y 
iHicentro del triángulo MNL es 
Moe de la mediatriz de MN y un 
ládrado, respectivamente. 


| lugar geométrico de los puntos 
intersección de las rectas de 
Imson de un triángulo con respec- 
Wa dos puntos diametralmente 
Puestos es la circunferencia de los 
ve puntos del triángulo mencio- 
10, 


ll lugar geométrico, del ortocentro 
al triángulo ABC, teniendo a B y 
¿jos y A se desplaza sobre una 
Wcta paralela a BC , es una pará- 
ola, 


¿oso 


> de als 


rd E IO 


A 


e Sean le l' incentros de los triángu- 
los. 


e Por teorema: IP=PB=AP=R 
y PP=PA=PB=R 


mxXAPB = 90° 


| describe el cuadrante AB. 


e Además: 





e AO=0B=PO=PO'=P 


0G=06G'=2 


e Por teorema: 


G describe una circunferencia de 
centro O y radio R/3. 





ÓN 


e Como Y y AB son fijos, entonces 
AM=MB=R (R: constante). 


Incentro del A APB. 
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LATILE 50 





e Por teorema: MI=R $ e Sean H, H' y H": Ortocentros 
| describe un arco de circunfe- $ 
rencia de centro M y radio R. ri Por teorema: 
4 HM=MOQ=a, H'M'=M'Q'-b $ 
+ H"M"=M"Q"=c 
z => F es simétrico del arco AMA 


respecto a AB. 


> 


e Si el punto P se encuentra en el af 
arco AB, los ortocentros describen 
arco simétrico. 












El ortocentro describe una HE 
cunferencia congruente a la IH 
cial. 





e G, G' y G" son baricentros de los 
triángulos APB, AP'B y AP"B res- 
pectivamente. 


MG MG' MG" 1 


e Se sabe : MP MP" MP" 3 





i . Ẹ' es homotético de G, con respecto 
ii a M. 


| l 
| -. G describe una circunferencia. 


e Sean O, O' y O": Circuncentros 


e Se observa que O, O' y O"e 7Y 


El circuncentro describe una pal 
> 
te de Æ. 


Dee IO ID A O e e e a a a 










"MG, G' y G": Baricentros. 


MPG: PG" 1 
 Ékk = ———— — 
MP PL" 3 


lO L describe el cuadrado ABCD, por 
\Otecia: 


El baricentro describe un cuadrado. 











CUZCAN 








Sean M, N y L : Puntos medio de BC , 


AC y AB. 
Se sabe : + m£MCN = mxMLN = ( 


DP//P'E, PO=P'O y OM//P'E 
=> DM=ME=?/ 


Por teorema: 


maXDOM = mXQDM = q 
Análogamente: 


m<QFC = mxFQN =8 

Por ángulo entre rectas de Simson: 
m<DQF = 90° 

ADCFQ: @+a+80=90° 
=> ALMQN: Inscriptible 


Como Y pasa por M, N y L, es la 
circunferencia de los nueve puntos, en 


la cual se encuentra Q. 


. Q describe la circunferencia de los 
nueve puntos. 





e Sea H: Ortocentro 
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A 
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CECPPPOCIIIAILIALAILICIILICIICAII III 


e Irazamos el plano cartesiano eu 


ES 
e AP: x=k sea DRI 








safra} 
ES 
e CQ: (b-k)x=ya ... (Il) 


>o te 
o APACOQ=(H) 
=> De (1) y (II): 

(b-x)x=ya => —ya=x(x- |) 


2 b” 2 
-ay =x + ay a xy y g 


Sa ” 


e Puesto que y “b” son consltani 
la ecuación AN corresponde 
una parábola de vértice: 


b b” 
2 ' 4a 


5 a EY 
y parámetro szi es decir la parálk 





la es cóncava hacia abajo. 


El ortocentro describe una jma 
rábola. 


PUNTOS NOTABLES 






















f GRAVEDAD DE UN TRIÁNGULO Ki Sistema de masas puntuales (igual masa) 
Mde gravedad de un triángulo es * qm... ` DEOR. SEREN. hor 
> © C.G. (5) 


de Spieker. 


nto de Spieker 
Sistema de masas puntuales 
(masas distintas) 


EE EEES 


> + 
O 
A 
0) 
> 
O 


intro de gravedad de una barra 


Mógénea esta en su punto me- * Considerando los lados AB, BC y AC 


como “barras homogéneas”, entonces los 
puntos medios M, N y L son sus centros 


de gravedad. 
B a 
a 
N 


ventro de gravedad, del sistema 
ado por dos masas puntuales 
igual peso, es el punto medio del 
mento cuyos extremos son las 
Atas puntuales. 





cM 
Fentro de gravedad, del sistema 


ado por dos masas puntuales 
pesos diferentes, es un punto del 
Mento que tiene por extremos di- 
MAS masas cuya distancia hacia 
masas es inversamente propor- 
Únal a su peso. 








M(C.G/AB)  “.N(C.G. BC) 


Barra homogénea 


1 
, 


At... EII PP ........ À 0 
L(C.G. AC) 


PEPA AAA 
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Las 
CUZCANS 


Debido a la homogeniedad de las barras las masas son proporcionales a las lol 
des. 





e Como: 
MC Sm yn a _ ML B 
NES im UN) E UN 


=> LC.GíMyN) 


Bisectriz del AMNL 





e Con lo cual el centro de grave- 
dad del triángulo se encontrara 


Hallando el centro de gravedad de L y CS ¿Ny 





e Como L representa al segmento B 
de longitud b y CS y Ny *epre- 
senta a los segmentos de longi- 
tudes a y C. M. C.G-myN) «N 
«br 
SC.G S? 
picia oaio PR '(a+c)r 
SL a+c A* L TE 


El centro de gravedad del triángulo ABC (S) es el incentro del triángulo 
(Punto de Spieker). 


DEMOSTRACIONES PENDIENTES 


Fj En el tema sobre recta de Euler se enuncia el siguiente teorema (sin denia 
ción), sea un triángulo ABC y sus alturas AP, BR y CQ se cumple que las 1 
de Euler de los triángulos AQR, BQR y CPR son concurrentes en un punta 


pertenece a la circunferencia de Euler del AABC . 
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Circunferencia de Euler 
del AABC: Z 










D; 


H es ortocentro del AABC , entonces al ser los cuadriláteros AQHR, HQBP y 
RHPC inscriptibles se cumple: 


Las circunferencias circunscritas a los triángulos AQR, QBP y CRP contie- 
nen a H. 


Debido a que Ẹ es la circunferencia de Euler del AABC, se cumple: 
BO,=0,H , AO,=0,H y CO,=0,H 


= O, es circuncentro del AAQR. 
O, es circuncentro del AQBP. 


O, es circuncentro del ACRP. 
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e Sean también: H,, H, y H, ortocentros de los triángulos AH, f 


CRP respectivamente. 
> 
e La recta de Euler del triángulo AQR (Z) corta a Y enS. 


e Por ángulo inscrito: mPS = 2x 


So e. 
e. Zi y Z, son rectas de Euler de los triángulos QBP y CRP respectiva 


e AAQR ~ A QBP ~ ACRP: O,, O, y Oz Puntos homólogos 
H,» H, y Ha: Puntos homóloaos 
= mXH,O,A = mxH,O.P = mxX4H,O,P =X 
e Por ángulo inscrito: mxPO,S =x => Al prolongar 0,H, llega a 5 


e En forma análoga al prolongar OH, llega a $. 


ES En un triángulo ABC de ortocentro H, se cumple que las rectas de Lules 1 
triángulos AHB, BHC, AHC y ABC son concurrentes. 


En el gráfico: 





e H y G son ortocentro y 


baricentro del AABC res- 
pectivamente. 


e G, es baricentro del AABC y 


B su ortocentro. 


e Se sabe que B es ortocen- 





tro del AAHC. pS 
o e N 
=> Z y £ son rectas de 
Euler de los triángulos A 
ABC y AHC respectiva- ' 
mente. 








leoremas sobre el baricentro: 



















HG, =2(G,M) y BG=2(GM) = G,G//HB 
A GMG- AHMB = HB=3(G,G) 


A HMB-~ A GMG, = HM=3(MG) y BM=3(MG,) 


re decir que la recta de Euler del triángulo corta a HG en la razón de 3 a 


un forma análoga las rectas de Euler de AHB y BHC cortaran a HG en la 
| razón por lo tanto todas serán concurrentes en M. 


#l gráfico: 


$ Seo 
y 2j: Zo y Z, son rectas de Euler 


los triángulos ABC, AHC, BHC y 
HI respectivamente. 


Y G ortocentro y baricentro del 
respectivamente. 


cumple entonces: 


© E <> 
$, La y Z, concurren en M. 





N EN LA GEOMETRÍA 


Mo de inducción matemática es u 


n método especial de demostración que 
W base de observaciones particul 


ares llegar a deducciones generales. 
ación por el método por inducción consta de dos partes : 


fomprueba que la proposición es valida para el menor de los valores de “n” 
ñ los cuales ella tiene sentido (no necesariamente n=1). 


demuestra que si la proposición es váli 
mbién es válida para el número si 
ictiva) 


ación del método de inducción no siempre es estricta bajo el 


lla necesario suponer que la proposición es válida para dos núm 
| y n y demostrar que es valida para n+1. 


da para un número natural e 
guiente inmediato, es decir n+1. (Hipotesis 


esquema, a 
eros sucesi- 








CUZCANG GED 

El método de inducción matemática tiene su mayor aplicación en aritmetica Al 

y la teoría de números pero en particular resaltan su belleza en la geometria, Mi 

nuación veremos dos teoremas interesantes que tienen que ver con la inducción 
a 


















HAM 
è _ -A<« M0 QE>A A mA 
e Llamaremos baricentro de un segmen- Ay A 
to a su punto medio. 8 
Baricentro del 
e Dado el AA,A,A, sabemos que el baricentro del triángulo es el punto de £ 


rrencia del segmento que une un vértice y los baricentros de los lados opli 


Teorema: 
A M j AM 4 A¿M s 


O E 2 
Bari tro del AA 
MM, MM, MM, ÎN centro del ^A 
£ 


También: n 


A,A¿//M¿M, , A¡A7//M,M, y Ms 


M; 


A,A, //M,M, 





Vemos que el baricentro divide a 


cada mediana en la razón de 2 a 1 Ay z ] ; 
desde el vértice (lo cual ya fue de- M3 
mostrada). 


e Ahora vamos a definir el baricentro de un cuadrilátero. 


Er. el gráfico: 


Baricentro del DA, A,A,As 


Aa 


M,, Ma, M, y M, son baricentros 
de los AA,A, A AAA, > 


de le A 
AAA,A, y AA A,A, respectiva- 


bis a 
mente. 


Llamaremos medianas a : 


AM, , A.M, A¿M, y AM, del 


cuadrilátero A,A,AZÁ T 
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i AM, TAMS, A,M, y A¿M, son concurrentes 


AM AM AM 


MM, MM, MM, MM, 


3 


1 1^2 MM, , AJA, //M,M, , A,A; //M,M, y A,A; //M¿M, 








D 
f 


demostrar que cada dos 
se cortan en la misma ra- 


My Y M, baricentros de los 
AJAA, y A,A,A, = al 
AM, Y A¿M, cortaran a 
W su punto medio (N). 





A M, =2(M,N) 


A¿M, =2(M,N) 








ma de Tales: M,M.//A 


q A 


1% 
A A,NA, ~ A M¿NM, 

> A/A, =3(M,M,) 
AM,M M ~ A M,MA, 


A,M A,M 
_T"-=3 y +==3 
MM, MM 


Merlor se deduce que cada dos medianas del cuadrilátero se cortan en la 
Y a 1 desde el vértice. 
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e En el pentágono ocurre algo análogo. Baricentro del 
> O A, A2A,A4As 
| En el gráfico : As 
| M,, M,, Ma, M, y M, son baricentros 
| de A,A,A,A;, A A,A,Â5, AJALASA, , As 


| A¿A¿A,A, y A,A,A,A, respectivamen- y: 
te. 
NY 


l AM,, AM3, AM3, AM4 y AM5 À 
(i son medianas del pentágono XÁ 
A,A,A, AJA, . 
Aj An 


Teorema: 








O a A EA 
MM, MM, MM, MM, MM, 


— m 
o Cul i = 
E a - 


También: 
A,A,//M_M, , A,A, //M,M, , A,A, //M,M, , AĻAs//M.;M, Y Ay 
l e Ahora supongamos que se cumple que el baricentro de un polígono de “H” 


l divide a cada mediana en la razón (n-1) a 1. 


| Las medianas del polígono son aquellos segmentos que unen sus verle 






N. baricentros de los polígonos de (n-1) lados formados por los (n-~ 1) 
Ii restantes. 
i En el gráfico: ponese del Az 

| AALAA,..A A E pas EN 


i de de a ah DE al E 
Polígono de *n” lados 


M, : Baricentro de A,A,A,...A, ¡A, A 7 e, 

M, : Baricentro de AAA, A, A 
NS 

M.: Baricentro de A,¡A,A,..A,_; <a 


A¡M,, A,M, y A,M, son algunas 





de las “n” medianas. An > Ani 





Mendo que M divide a cada mediana en la razón (n—-1) a 1. 














AM AM AM 


MM, MM, MM ` 
] 2 n 


lenemos: 


MAY para las demás medianas, pero como se ha indicado analizaremos solo 


Medianas. 


{ 


Món: AJA¿/M_M, y AA /MM 


Wa demostrar que se cumple para un polígono de (n+1) lados. 


Muficiente con demostrar que cada dos medianas del polígono se cortan en 
ón de “n” a “1”. 


ul gráfico: Ay 
As. A A 


Mono de n+1 lados a | e 


n+l’ 


i 
M; ` Baricentro de 


AYALA, ALA 


mk Baricentro de 
A A,A, $ A, 


que AAA A y 
IAA An 
"y lados, lo cual es nuestra 
Posición., 


son polígonos 





An-1 


miiderando: 


m Es el baricentro del polígono de “n—1” lados : AJASA¿ A A, 


Las medianas de AJAJAz. A, ¡A, Y AJAZA¿ ALA, 


y Åp, tienen como extremo: Mo 


: trazadas de A, 


] 


AM. A „M 
ki. i nrl MH <p] 
prera M nMn MMi 


GEOM 





E 


l 1] Oy ' Y de ] ] =. 
A AM n-1An41 A M naM n-] M, aki MM 2 


n+l 
AM A „M 
A MMM, „~ AAMA > M AM 
a a MA y MM, MM. 


=n 
] 


Con lo cual estamos demostradas que cada dos medianas del poliga 


AAA. AA se cortan en la razón de “n” a 1. 
E ZS n n+ 









Da 
a j 


Qq) Si bien es cierto en nuestra demostración hemos considerado un poligoni 
convexo pero también se cumple para un polígono no convexo. 


En el gráfico: 
M,, M, , M, y M, son baricentros de 
los triángulos: A,A.A A A,A 


2 34> 3 
ALBA, y A A,A, respectivamente. 


gq? 


También se cumple: 
AM AM AM A¿M ” 


ad Ad 2 o Pd 
* MM, MM, MM, MM, 





e AJA //M_M, , A,A, //M,M,, A,A, //M,M, y AA, /M,M, 








A 





(2) En el gráfico se tiene un polígono de 
“n” lados cuyo baricentro es M. 





Si ubicamos dos vértices cualesquie- 
ra. 


Por ejemplo: 
A, y A, y sean AM, y 













PUNTOS NOTABLES 


NCIA DE EULER PARA POLÍGONOS INSCRITOS 




















A análoga al análisis anterior, definamos así: primero para una cuerda, el 
lados. 


hh, . Y 


Ny el cuadrilatero, y luego el caso de un polígono de 


luna circunferencia de radio R se deno- 
A circunferencia de Euler de una cuerda a 
tunferencia cuyo centro es el punto me- 
“We la cuerda y su radio R/2. 


| gráfico: A,M = MA, 


=æ esla circunferencia de Euler de 


A/A, . 








el triángulo A A,A, inscrito en la circunferencia de radio R, las tres circun- 
nelas de radio R/2 y pasa por los centros de las circunferencias de Euler de las 
cuerdas. 


reunferencia se denomina circunfe- 


ela de Euler del triángulo A,A,A, 


M el gráfico E, 3 y €, son las 
ieunferencias de Euler de A,A, 





Agg y A¿A, respectivamente las 
ales son concurrentes en M. 


En el capítulo sobre circunferen- 
de Euler (para el triángulo) ya 
mos analizado sus propiedades, 


H como sus demostraciones. Circunferencia 
de Euler g 
del AA¡AzAz 4 





= 
“b.ga 


Dado el cuadrilátero A, A, A. ¿Az inscrito en una circunferencia de radio R, las 


e aferencias de Euler 3 los PE A A,A}, A,A,A, . AZAJA, y AJA, A, 
Won concurrentes en un punto el cual es celo de una circunferencia de radio 
RŽ y pasa por los centros de las circunferencias de Euler de los cuatro triángulos 


mencionados a la circunferencia. 











GEOMH 





Á dicha circunferencia se le denomina circunferencia de Euler del NOA A,A ¡Ae 
En el gráfico: 
M,, M,, M, y M, cen- 
tros de Ẹ Co, Gz y 

















Circunferømi Ia. 
` de Eulos 

6, las cuales son las cir- : del AA¡A¿AyAj! 

cunferencias de Euler de 

los triángulos A A,A, » 

AJAA, AZA¿A, y 


A¿A,A, respectivamente. 


€: Circunferencia 
de Euler del 


DAAJAA, - 
Notar : M,, M,, M, y M¿c Ẹ 


Paso] 1 


* En el gráfico 6, y 6, son las cir- 
cunferencias de Euler de los trián- 
qulos A A,A}, y AzA¿A, respec- 
tivamente. 


e Recordar que la circunferencia de 
Euler del triángulo es la circunfe- 
rencia circunscrita al triángulo me- 
diano (es decir pasa por los pun- 
tos medios de los lados del trián- 
gulo). 


* Consideremos: M,, M, , M, , Ma, 
N y L son puntos medios de A,A, é 
A283, Aza, A,A}, AJBz Y y 








AJA, respectivamente. 





E 














HA que “L es punto medio de AA, , entonces “L pertenece a 6, y e, M 
MITO punto de intersección. 


j 


{A demostrar que los cuadriláteros M,M¿,MN y M,M,NM son inscriptibles, 
O se demostrará la concurrencia de las cuatro circunferencia de Euler en M. 


a+ AM ML y 

¿50N paralelogramos 
máM¿M,L =X y 

2 MM,M,„L =y 

4 X+y=0 

y C por ángulo inscrito: 
mM,ML =y y 
maxLMM, =y 


maxM,¿MM,, =Xx+y=0 


el [AM¿NMM, es ins- 
ble, es decir la circunferencia 


inscrita al triángulo MNL 
Mene a M. 





forma análoga se demuestra: m«M,NM, = mM „MM; 


čir el cuadrilátero M NMM, es inscriptible. 


EJ 


ton la demostración anterior se ha demostrado que las cuatro circunferencias 
Fuler son concurrentes en M. 
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e Luego se puede observar: 


GEOM 










MM, = MM, = MM, =MM, = = 


e Con lo cual se demues- 
tra que M es centro de 
una circunferencia que 
pasa por los centros 


M,, M,, M, y M, de 


las cuatro circunferen- 
cias de Euler de los 


triángulos AA,A,, As 


AJALA,, A „A,A; y Circunferenk 


AAA ~ de Euler del 
¿4/4 respectivamen DA/A/ MÁ 


te. 





e Ala circunferencia que contiene a M,, M,, M, y M, se le llama cirai 
ferencia de Euler del cuadrilátero A,A,AJA,. (4) 


>» Siguiendo el esquema de la demostración por inducción, supongamos «que | 
circunferencia de Euler ha sido demostrada para un polígono inscrito de “n” Ii 
dos. 






















£ áfico: 

G: Es la circunferencia de Euler de AAA; A, A, | 

©: Es la circunferencia de Euler de AZA¿As A, ¡A, . 

B: Es la circunferencia de Euler de AJA; A A A3. 

y así sucesivamente para las demás circunferencias (hasta E, ). 


1: M2, M, son centros de Ẹ , @,, %, respectivamente. 


AMOS suponiendo que Ká NE, A A S E son concurrentes en M entonces M 


Centro de una circunferencia ($ ) que contiene a los centros (M , M3, M,...M, ). 
Y Y se denomina circunferencia de Euler del polígono A,, A,, A}, ... A 
\ | gráfico anteri A,A bi | 

mora en el gratico anterior en el arco ^p Vamos a ubicar un punto tal como 
n+, Y Vamos a demostrar que las circunferencia de Euler de los polígonos de “n” 
ados considerados con concurrentes en un punto el cual será centro de la cir- 
unferencia de radio R/2 y contiene a los demás centros. A dicha circunferencia 


le denominará circunferencia de Euler para el polígono AAA AAA 


ará con demostrar que se 
man en un mismo punto tres 
Elrcunferencia (cualquiera) de 
A er de los polígonos de “n” 
Ados. 


4, % y Y 


Circunferencia de Euler 
de AJALA, A A 


n n+l 


Y): Circunferencia de Euler 
de AZA¿As...A A A 


n n+l “1 


B: Circunferencia de Euler 
de AJA; A, A/A, 





Notar que G, , 6, y 6, son congruentes y de radio R/2. - 
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Vamos a demostrar que M es circuncentro del AM, M, M}. 
<> 
Se observa Æ es mediatriz de M,M, (M,NM,M es rombo) 


De la suposición: 

La circunferencia de Euler del polígono inscrito de “n” lados contiene a los centros I 
las circunferencias de Euler del polígono de n—1 lados y estos a su vez contienen a hif 
centros de los polígonos de n-2 lados y así sucesivamente. 





Notar que N, P y Q son centros de las circunferencias de Euler de los poligonos de 
n—1 lados, en el gráfico se han trazado dichas circunferencias tales como ', 4” $ 
$" son congruentes y pasan por S, nuestro problema se reduce a un teorema, el £u 
mostramos a continuación (Teorema del círculo medio). 


En el gráfico se cumple: 















Se tiene Y, = €; = F 


ú 
Para %, y C los arcos comunes AP miden 2a. 


6, y 6, los arcos comunes PC miden 20. 


Por ángulo inscrito: mXABC=a+8 => mxATC=20+20 
Debido a que: mXATC = mAPC = 2u + 20 
> 4 =% 


A=Y 


o gráfico en virtud del teorema ya demostrado se tendrá que la circunferen- 
nscrita al triángulo M,M,_,M, tiene radio R/Z2. 


R 
se observa : MM, =MM, e de M es circuncentro del M, M,M, con lo 


queda demostrado que cada tres circunferencias de Euler del polígono de “n” 
pasan por M, el cual será el centro de una circunferencia de radio R/2 y que 
por M, M, - M, N M, , dicha circunferencia es la circunferencia de Euler del 
mo inscrito de n+1 lados. 
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CUZCAN 
> AA 
HOMOTECIA DE UN PUNTO + | Si ABCD es homotético de A'IW ME 
. dl > à : 
Dado un punto fijo O y una razón cons- + o e 
A 


tante k se dice que P' es el homotético 
de P si P' pertenece al rayo OP y 
OP' 


— =k. 
OP 


Si Aak (ke R) 
OP 





Dado un punto fijo O y una razón cons- 
tante k se dice que la figura F' es 


homotética de E si para todo punto P' 
de F' le corresponde un punto P de F, 


tal que P' es homotético de P respecto 
de O. 


—3 

Si VP'eF'3 PeF, tal que P'e OP y 
El 

OP $ 






























O 
. AD/A'D', AB//A'B', BC// WI 
y CD//C'D' 


e NABCD - AA'B'CI 
D' 
ye 
4 
Cr 
1d 
F,’ D 
By” C 
# 
' 
` $ 
` 
: F 
A 
A t 
a NA 
àg 
Si A', B', o" y D' son puntan h 
motéticos de A, B, C y D respaciii 
mente, con respecto a U 
Si seguimos ubicando lo» hum 
téticos de todos los puntos «de 54 
daremos cuenta que dichos priii 
describen una curva F” es semeja 


a f. 




















CUZCANO PUNTOS NOTABLES 
N DE LA CIRCUNFERENCIA DE LOS ¿A ABC ROM 
+ + S' son homotéticos de A, B, C, P 


Q, L, M, N y S respectivamente, con 


P H respecto a H, entonces A', B', C', 
t P", Q', L', M', N' y S' describen o 
N + pertenecen a la circunferencia G, 
xX $ cuya razón de homotecia 2. 
| > ~ G'=HomY (H ; 2) 


A Además la relación de radios de € y €” 
AS 2 


Sea H: Ortocentro y AM=MC 


v 


N å 
Ortocentro de AABC . z 


U) teorema 8.5: 

MEPP'"=a , HQ'=QQ'=b y 
Ms LL'=c 

dato : 

MA'=AA'=c, HB'=BB'=d y 
CC = f 


«e «e Do “> Go > «se ds > 


posos 


i0 M', N' y S' son puntos me- 
(de la observación posterior) 
HM'=M'M=h 

HN'=N'N =i 

Ho =S'S=g 





de Le «> «e «ls de «e «> «e 


e Por teorema: 


HM'=M'H'=f = H'M=x y 
MINE TIvVa : 

MW BH_CH_PH_QH- 
WM BH CH PH Q'H 


mxHMM'= mxM'MH'= mxCMP = a 





> «> «> > > > + «> «> de «e 


e AOMH' = AOPM 
LH NH SH 


O GM e e 
L'H NH S'H | EY 


* C3 a 
- = d 


La 
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CONCLUSIONES IMPORTANTES x 
e DA 08 E > 
OA' OB' OC' è 
=> El AABC es homotético del % 
AA'B'C". A 





Sean l e l' incentros de los triánquilWW 
ABC y A'B'C' respectivamente. 


Ol 


> l, O y l': Colineales y Ol 





OA' _OB'_OC' 
OA OB OC 


AABC es AA'B'C' 

Sean O, y O, circuncentros 
00O 

T O,, O, y O: Colineales y —— =k 
00, 


Del mismo modo podemos trabajar con 
los demás puntos notables. 





> El AA'B'C' es homotético «del 


También: 
AABC , respecto de O. 
e; DA 08! OC 
o AN OB oc Sean P y P' puntos notables de una mis 


ma característica de los triángulos Al 


J 1 ' ti t i 
= El AA'B'C' es homotético del $ > A'B'C', respectivamente 
AABC. OP" 
=> P Oy P'son colineales y OP | 


AAA AAA AAA A e 








Li 















A transformación geométrica 
Mica (es decir cambia la forma de 
original), la inversión fue crea- 


Steiner (1 796 - 1 863). 


Py P' son colineales con O, 
tøs centro de una circunferencia 


dio r, tal que (OPJOP')=r*. 
no de los puntos P y P' es in- 
del otro respecto de la circunfe- 


p" 


a 
Il gráfico: 


(OP)(OP")=r* 
O ; Centro de inversión 


g: Circunferencia de inversión 


Py P' son inversos 





a a 


A. Si un punto está en la circun- 
ferencia de inversión en su pro- 
pio inverso. 


2. Si un punto está en la región 
interior su inverso está en la 
parte externa. 


Le «e «> > «de 


es si. 


AAA E E EEE 


PEI AA 


ALGUNOS TEOREMAS SOBRE INVERSIÓN 


> Dos puntos y sus respectivos inver- 
sos respecto a un centro de inversión 
son vértices de un cuadrilátero 
inscriptible. 





e Sea O y centro y la circunferencia 
de inversión. 


e Ay A': Puntos inversos respecto de 
6. 
=>  (OA)(OA')=r* 
e By B': Puntos inversos respecto de 
6. 
= (OB)(OB'")=r* 
e Luego (OA)(OA'”)=(0B)(0B”) 


e Por recíproco del teorema de la secante 
el DAA'B'C' es inscriptible. 


> Sean A y B dos puntos colineales 
con el centro de la circunferencia 
de inversión y sea C un punto que 

© 


no esta en AB y sean A', B' y C' 
sus inversos, se cumple: 


mxXACB = mxA'C'B' 
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e Sea O y Ẹ : Centro y circunferencia 
de inversión. 





e A', B' y C' puntos inversos de A, B y 
C respectivamente. 


e Por el teorema anterior : 
OCBB'C' y ACAA'C 
criptibles. 

=> mZ0OBC = mxOC'B =0 
mxX0AC = m<0C'A' 


= 0+x= 0O+y 


son ins- 


A =y 


> Si dos curvas se intersecan en un pun- 
to distinto del centro de inversión, la 
medida del ángulo en ese punto es 
el mismo que el de sus inversos. 








AAA AAA A e e e A e 

















Sea O el centro de inversión. 


A', B' y C' son inversos de A, Byl 
respectivamente. 


Por el teorema anterior: 
mZABC = mxA'B'C' 


=> 
Si nos aproximamos a OT y tras 


> 
mos OS (P' y Q' son inversos de 
y Q). 

=>  mAXZPBO = mxP'B'0Q' 


En el caso límite: 


6, y 6, son curvas inversas de LU v 


€, respectivamente. 


8 : medida de ángulo entre %, y l 


ġ: medida de ángulo entre %' y W 


Se cumple: 


> Toda circunferencia que pasa por dos 


Observación 10 + puntos inversos es su propia inversa 
$ y es ortogonal a la circunferencia de 
q e . $ 
sión. 
E" p 7 inversión 
> + DEMOSTRACIÓN 
JJ 
x e 
s r A 











<> > “> «e <i> > es si. > «le =. <> dl 


y C4 son tangentes a 6, y E 


EEE 


iedida del ángulo entre G y 6, 
x=909 





e SeaA y A' inversos respecto de 
la circunferencia de inversión Y 
y centro O. 
=> (OAJXOA') =r" 


e Por teorema de la tangente: OT 


LA y Č, son ortogonales 


> -> y e de «ls > DS DO 


RIO 
105 curvas son tangentes sus in- 
también lo son : 


E g g 


es tangente a e, 


A > Ey 6, son ortogonales 


e También (OB(OB'")=r?* = B y 
B' son inversos. 






Dada una circunferencia enton- 
ces las siguientes figuras son sus 
propias inversas: 














| © son inversas de 6, y 6, res- 
a. La circunferencia de inver- 
sión. 






“al centro de inversión O. 






Doeth phd ddd d g a a a rr rr reos” 


b. Las rectas que pasan por el 
centro de inversión. 





y Č, son tangentes en Q. 






c. Las circunferencias ortogona- 
les a la circunferencia de in- 
versión. 






A y e, son también tangente en 






«de de => > «ls de de > 


1" (Q' y Q son inversas) 








cubano 






INVERSIÓN DE RECTAS Y CIRCUNFERENCIAS 


> El inverso de una recta que no pasa 


por el centro de inversión es una cir- 
cunferencia que pasa por el centro 
de inversión y recíprocamente. 


PE E 


- 
ya? 
- 
a.” 
e” 
> 
- 
> 
- 
at 
- 
e” 
” 


- 
- 
” 
- 
- 
- 
..” 
o 






E: 
e 5. 
+. ah. -”»” 


a e E 


A 


o- 
- 
- 
” 
- 
so.” 
A 


Sea € y O la circunferencia y cen- 
tro de inversión. 
o 


Se traza OM' L a L, 


Se ubica M inverso de M' 


Sean A, B y C inversos de A', B' y 

C' sus respectivos inversos. 

>  OA'AMNM', AM'MBB' y 
AM'MCC' 

Son inscriptibles: 

=> mX40AM = mxMBO = mxMCO = 90° 


Finalmente O, A, M, B y C son 
concíclicos 


S 
Luego %, es inverso de Z, para la 


demostración del recíproco es aná- 
logo. 
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Z, es inverso de %, y recíproca 


mente respecto de la circunferencia 


de inversión Ç. 





© 
Z, Y A son inversos respecto de 


la circunferencia de inversión ¢ 













Sean O y Y, centro 


Y circunferencia de 
Inversión P' y Q'son 
inversos de P y Q res- 


m<APB = mxA'P'B' = 909 

mxAQB = mxA'Q'B'=90? 

=> A'B'Q' y P' son 
concíclicos, 


ih E y 6, son inversas. 


UREMAS FEUERBACH 


OSTRACION: 


La circunferencia de 
ler de un triángulo es 
Mgente a la circunferen- 

inscrita y a cada una 
las circunferencias 
scritas, 


pectivamente. E E 
E 
Por teorema: Ni 


El inverso de una circunferencia que no pasa por el centro de inversión es otra 
Circunferencia que no pasa por ese punto. 


e 
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exinscrita la cual paras por V. 





GEOMETRÍA 
o Por teorema de la bisectriz: 
En el gráfico se ha trazado Z, tangente 
' $ ; VC a ab 
interior a la circunferencia inscrita y ea E == Es 
VA c a+c 
b c-a 
a eh ab _b (c-a) 


Por teorema de circunferencia: 


AF=QC= p-c, sea O punto medio de 
AC (notar FO=0Q) y Y la circunferen- 
cia de radio: r 

QF_c-a 

2 rr 

la cual será nuestra circunferencia de in- 
versión y O centro de inversión. 


r= 


Debido a que I es incentro y E es excentro 


relativo a AC: 


BI VE 
=> ia TE td 
V BE 
Por teorema de Tales: 
BI _QH VE _ FV 
V QV Y BE FH 
QH FV 
= QV FR’ luego F V,Q y H. 


Forman cuaterna armónica, por teorema 


=» (W)(OC)=” 


Luego V y H son puntos inversos respec- 


to de E. 


Se ha trazado OM (base media) la cual 
«3 
interseca a XL en $: 


=> AOSV ~ ACA'V 


Porro rrrrr rr rorr rr AIR III III Ir aa a 


2 are 2 (a+c) 


Por teorema de circunferencia : 


AABC=AA'BC' => BA'=c 


Luego: A'C=c-a 


Por la semejanza de OSV y CA'V : 
OS _ OV 


A'C VC 


(ca) 


Za 





OS = 





2 
Luego : (osyom)-=[* s | =r“ 


= Sy M son puntos inversos 


También %, y Ga son ortogonales a 


entonces son sus propios inversos 


> 
El inverso de Z, respecto de F' es unn 


circunferencia que pasa por O y debido 
que H y M son inversos de O y 5 resp 
tivamente, entonces la circunferencia I 


> 
versa de Z, pasa por H y M, pero enta 


es precisamente la circunferencia de Lula 
O 
que al ser Y, tangente a la circunferen 


cia inscrita y exinscrita su inverso la 


bién lo será. 
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Ugo el gráfico quedará así: 


$: Circunferencia de Euler del AABC 


gráfico: y %, son inversos respecto de Y. 


Circunferencia de Euler del AABC . 


s$ RIT 


e es tangente a las circunferencia inscrita Ey y a la exinscrita e, . en forma 
análoga se demuestra que 6, es tangente a las otras dos circunferencias exinscritas. 


Notar que J y J'son puntos inversos lo mismo N y N', 


“Si analizamos las circunferencias exinscritas relativas a AB y BC se demuestra 
en forma análoga. 
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TEOREMA DE MORLEY 


Los tres puntos de intersección de las trisectrices adyacentes de los ángulos de i 
triángulo son los vértices de un triángulo equilátero. 












En el gráfico se cumple: 





DEMOSTRACION : 

Definitivamente uno de los teoremas que más apasiona a los geómetras, debida Ñ 
sus demostraciones es el teorema de Morley, en esta constante búsqueda de la dun 
tración se sabe ahora que también se determinan otros triángulos equiláteros, es def 
que las trisectrices determinan más triángulos equiláteros, de los cuales Morley «ni! 


. 7 r +2 > > 
did el ubicado en la región interior. 


Una clasificación preliminar de las demostraciones a este teorema establece JU 
categorías, directa e indirecta. Aquí se usa el término indirecto no en el sentido de 
reducción al absurdo sino en el sentido de invertir la sucesión de pasos desde H 


hipótesis a la conclusión. 


El gran espectro de las demostraciones han sido plasmadas en 1 993 en el lA 
titulado “Le Theoreme de Morley” de André Viricel. 


Aquí mostramos una demostración indirecta. 


Partimos del triángulo ABC, circunscrito a la circunferencia E de centro O y radia i 
(M, N y T : puntos de tangencia), prolongamos OT y ON hasta E y D respectivamen 
te, tal que ON=ND=TE=r. Se ubican F en AByG en BC, tal que FE y DG 44M 
tangentes a Ẹ en Iy H. 





CUZCANO PUNTOS NOTABLES 





0G: Bisectriz = m<HOG=m<GOT =9 
ISOIE: — Notable = œ+20= 60° 
SDHO: Notable = m<HOD=60° => mxIO0D= 28 
> 


OF: Bisectriz m<lOF=m<FON = 8 
AOFN= AOGT (ALA) => FO=0G=?2 
Puesto que : mxXFOG =8+0+0 = 60° => AFOG:  Equilátero ...(a) 


ta demostrar el teorema de Morley, faltaría demostrar que JF y JG trisecan 


ZAJC. 








+ Trazamos DF y GE => DF=GE=12 y mXFDG=mAxFEG=30*-8 


e ADFGE: Inscriptible, al trazar la circunferencia 6, se observa: 


e AAC]: 





mDF = mFG = mGE = 60° -20 
3a + 3B + 4 = 180° 1) 


e En Æ DOEJ : 60° +28 + 4 = 90-—a +90°-B ...(11) 


e De ( y (IM: 0=90%-30 => ADGEJ es inscriptible, pues en A DOLG 
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mxDGE = 90° +30 
= D,F,G,E yJ son concíclicos. 


JF y JG trisecan al <AJC 
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Demostremos ahora un caso muy interesante. En forma análoga al anterior, 
Wl cual se consideró: 3a + 3H < 180° , analicemos ahora cuando 3a + 3ß>180°, 


ra la intersección de AD y EC estará en el otro semiplano determinado por 


¡Así tenemos : 


XV 


J 
Se procede en forma análoga a la anterior (solo que no estamos considerando 


intersección de AN y CT), se demuestra que el triángulo FOG es equilátero. 
on los mismos pasos hasta (a), notar que se han considerado los mismos puntos 
que se va ha demostrar que JF y JG trisecan al XAJC , 


Laa 
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e Por teorema de la mediatriz : 
DF =FO=0G =GE =£ 
e ADFO=AOGE (L.L.L) = mxDFO=mx0OGE = 2y 
e FO es bisectriz del £<NFH y GO es bisectriz del IGT 


A En AAJC : 
3a + 3B = 180% +x 
3(a+B)=180%+x ... (1) 
e En DAFGC : 
20. + 2B + (y + 609) + (y + 609) = 3602 
=> a+pP=120"- y 
e En (1) = 


3(120°-y)=180°+x = x+3y=180° 


Con el último resultado tenemos : 
DJDGE y AJDEE son inscriptibles, ya que : 
mAXAFE + mX£DJE = mxDGE + mxXDJE = 1802 


Luego los puntos D, J, E, G y F son concíclicos. 


Si se traza la circunferencia que pasa por dichos puntos, se tendría que Al 


FG y GE son cuerdas congruentes, entonces : 
mxXDJF = mXFJG = mxXGJE 


Es decir : 
JF y JG trisecan al ángulo DJE 


Con lo cual tendríamos el siguiente gráfico. 





PUNTOS NOTABLES 








resultado obtenido es interesante, con lo cual podemos asegurar que con 
partes de trisectrices externas y la trisectriz interna trazada del tercer vértice 
øde encontrar un nuevo triángulo de Morley, denominado no tradicional. 


estudiante tiene que notar que no se pueden tomar las trisectrices externas 
lernas de cualquier modo. 
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De los resultados anteriores tenemos: 





Al trisecar los ángulos internos como externos del triángulo ABC, los triângu 
los DER GHI, JKL y MNP son equiláteros. 


Otras pruebas indirectas son las de Naraniengar, Dodds y Child y la «Jires lA 
es la forma trigonométrica, las cuales se encuentran en las páginas indicadas e 
la bibliografía. 
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Si las regiones sombreadas son regula- 
res. ¿Qué punto notable es P del trián- 
gulo ABC? 


A) Incentro B 
B) Ortocentro 

C) Circuncentro 
D) Baricentro 
E) Excentro ^ 


Promema CP 


En el gráfico AB=6, BC=8, I es incentro 


del triángulo ABC y PQ// AC . Calcule el 
perímetro de la región de la región 
sombreada. 


A) 10 
B) 11 
C) 12 
D) 13 
E) 14 













Si H es ortocentro del triángulo ABC, 
AL=LH, AM=MC y BN=NC, calcule x. 
A) 30° A 

B) 45° 

C) 60° N 

D) 90° 

E) 120° 
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PromLema Y] 
En el gráfico O es circuncentro de Al 


si BC=LC, calcule x. d 





A) 55° 
B) 60° 
C) 6s 
D) 70° 
E) 75% 


A 


Si G es baricentro de AM 
BG=3(AP)=6. Calcule AC. 
B 


A) 6 
B) 7 
C) 8 
D) 9 
E) 10 


Si mAC=150", calcule x 





A) 10° 
B) 14° 
CiS 
D) 259 
E) 30° 















CUZCANO 


N° 7 


gráfico si las regiones sombreadas 
ambales, calcule x. 





NY 8 
el triángulo ABC, mxABC = 50%, 
Ha la ceviana interior BE si M y N 
BH Ortocentros de los triángulos ABF 
respectivamente, calcule mxMEN . 
B) 35° C) 40° 
E) 50° 


N° 9 


#5 circuncentro de ABC, AP=BO y 
2 40°, calcule x. 
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PUNTOS NOTABLES 


ProsBLEMA RGS E 


Calcule x. 
A) 30° 
B) 40° 
C) 50° 
D) 60° 
E) 70% 





Si O y Q son circuncentros de ABC y 
AOC respectivamente, calcule x. 





Si G es baricentro de ABC, MG=GN y 
AN=2(NC)=8, calcule BG. 


B 
M 
A N C 
A) 2 B) 3 C) 4 
D) 5 E) 6 


En el gráfico, si AB=BC e I es incentro 


de ABH, calcule IC/AC. 


Lan 
cuz — ÔM 


A) 1 B 
B) 1/2 

C) Y2 i 

D) Y2/2 

E) 1/3 A A 


Si ABCD es un cuadrado, calcule x. 
Dj 229 


B € 
E) 21° AN 


PROBLEMAJ GS aA 


Si ABCD es un paralelogramo y C es 
excentro de ABD, calcule m<ABD . 


A) 45° B)60° C)70° D)80 E)90° 


PRroBLEMAR GE VA 
En el gráfico H es ortocentro de ABC, si 
AN=NH=BM=MC, calcule x. 


A) 10° 
B) 11° 
C) 122 
D) 14° 
E) 159 


En el gráfico, ¿Qué punto notable es, el 
centro del cuadrado ABCD, del triángulo 
ABP? 


0) 230 





Le 


> * . > $ "> «le e 


A AS 


$ 


«> 


error rr rrrrr rr rr RIA ARI RIA IIA 


de de e $ 















B C 





A D 
Al Incentro B) Excentro 
C} Circuncentro D} Ortocentro 


El: Baricentro 


Si H es ortocentro de ABC y BI 
calcule PQ. 


U 


A) 6 
B) 8 
C) 10 
D) 12 
E) 14 





PromLema ET] 
Si O es circuncentro de ABC, calcule g 
A) 120° 
B) 115° 
C) 105° 
D) 100° 
E) 90° 


J M as 
CAN uig 


En el gráfico l es incentro de Al! 
punto de tangencia, si 1P // AC 
mMP . 





LEMAR; h7- 


LS es 







de 
SMG) =5, calcule AQ + PC. 


ABC, 


baricentro 


A C 


N° 23 

ene el triángulo ABC, cuyo ortocentro 
l si L, M y N son puntos medios de 
y BH respectivamente, calcu- 
WNML . 

B) 60° 
y) 135" 


C) 902 


d no 


N° 24 
BCD es un cuadrado, Q es punto de 
"cia e l es incentro de BPC. Calcule 





i iae ai a a a a a a A ECELER TSS TOEI TERO 





+ 
> 


+ $ 


PUNTOS NOTABLES 


PROBLEMARA TA 


En el gráfico O es circuncentro de ABC, 
si mBAC - m<BCA = 20°, calcule x. 


A) 2° 
B) 4 
C) 6° 
D) 8° 
E) 10° 








PROBLEMA 


Si E es excentro de ABC y BM=6, calcule 
EC. 


A) 6/2 E 


B) 6 == 

C) 842 

D) 8 LAI 
E) 10 A C 
PROBLEMA 


En el gráfico M y N son ortocentros de 
ABD y ACD respectivamente. ¿Qué tipo 
de cuadrilátero es AMND? 





A) Rombo 
C) Paralelogramo 


B) Inscriptible 
D) Trapecio 
E) Bicentrico 
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Si O es circuncentro y ortocentro de PBC 
y ABC respectivamente, calcule x. 


A) 20° 
B) 34° 
C) 36° 
D) 38° 
E) 40° 


En el gráfico H y O son el ortocentro y 
circuncentro de ABC respectivamente y 
ON=NH, calcule AO/NL. 


A) 2 
B) 1,5 
C) 1 


ds ZN 
EJ04 AL —c 


Si O es circuncentro, H es ortocentro y 
AC=12, calcule OB. 


A) 243 B 
B) 343 
C) 443 
D) 543 
E) 643 
Dado un triángulo ABC, si m<ABC = 53°, 


calcule la razón entre la distancia de! 
ortocentro a AB y la distancia del 











circuncentro a BC. 
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bo 


wewewe REEFF AAA III III rr rr rr rr rr IA IIA 


GEOMETRIA 


A) 4/3 
D) 6/5 
PROBLEMA LEYI 


En el gráfico, si O es circuncentro y | mi 
incentro, calcule x. 


B) 4/5 
E) 4/5 


C) 3/3 


A) 189 
B) 198 
C) 201 
D) 21° 
E) ze” 








Se tiene un triángulo rectángulo ABL, me 
to en B, si O e I son el circuncentia 
incentro de ABC y m<OIC = 90° , cal uki 
maxBAC. 
A) 30° 
D) 539 


B) 37° 
E) 60° 


C) 45" 





Pnonema EEP] 


Si IF/AC , l es incentro de ABC, Hag 
y la distancia de Í al ortocentro del lA 
gulo ABC es 342. Calcule Al 

A) 1 B 

B) 2 

C3 E i 

D) 4 

E) 5 A t 


PromLema ES 


> 
En el gráfico, Æ es la recta de | uiii 


H es ortocentro de AMI 
AP=3(BH)=3(CP), calcule x 


















CUZCANO PUNTOS NOTABLES 
B ; PROBLEMA 
+ Si AB+BC=CD y AD=18. calcule 
r N 
~- > 
E — K 
i Tee 308 $ 
J Cc P 4 
4° B) 15° CITE Ae 
8/2 E) 30° $ 
> 
pu 
N° 36 





\B D es un cuadrado, CP = 13, DP=5 


Vs incentro de CDP A) 7 B) 8 C) 9 


D) 10 E) 11 


ProsLema REET] 
Si AB=MD, CD=AM y BC=6, calcule 
el inradio de AMD. 


B 
A P A) 3 c 

B) 4 

B) 7° C) 8° c) 5 

E) 10° D) 6 

E) 7 A D 
Id Y i 

PROBLEMA 





F gráfico T, S, L y Q son puntos de 
“ncia, QL=4 y TB4+BS=10, calcule 
Adio del triángulo ABC. 


LOINN 


B) 1 C) 1,5 
E) 3 


Si AB=5, BC=6 y AD=15. calcule el 
inradio del ABCD. 





aa a aaa AA A S E T IAEA 


A) 3 B) 4 CIS 
D) 6 E) 7 


+ $ > 
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indique el valor de verdad de las siguien- 
tes proposiciones: 


I. El baricentro de un triángulo es el 
baricentro de su respectivo triángulo 
órtico. 


II. Elincentro de un triángulo pertenece 


a su región interior. 


MIL Si la recta de Euler de un triángulo 
pasa por un vértice, entonces el trián- 
gulo es isósceles. 

A) VFV B) VFF 

D) FVV E) FFF 


En un triángulo ABC recto en A, donde 
AB=8u, se traza la mediana BD de ma- 
nera que : 


C) FVF 


mxABD = 45 +mABCA 


Calcule BC (en u). 


A) 16 B) 18 
D) 24 E) 36 


En la figura mostrada, el punto | es el 


incentro del triángulo ABC. Entonces, la 
mXBAC es: 


C) 20 
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ds $ 


eros ss, 


GEOMETRÍA 






Gean k A a s "F 
-re A AS 
a A RS E 


| $ 
A E à 
2a RA à Y” 
as ] esueltos 
ldm aag n IA > ASA a 
APRA in MARA 





- 


A) 30° 
B) 20° 
E 
C) 60° 
A 
D) 45° 
E) 15° D 
{ 
PromLema 7 7] 
Se tiene un triángulo ABC, se ubican lus 
puntos M y N en los lados AB y Bi le 
modo que la mxAMN = 2mXBAN = UF 
si AB=BC y el radio de la circunferencia 
inscrita al triángulo BMN es r, entone 
NC es: 
A)r B)2r C) Sr D 3r Ej% 


Pronrema KE 
Sea el punto O exterior al triangulo AM 
y relativo al lado BC. Si O equidiili 


de AB, AC y BC y m£0BC = Mim 
mxZOAC = 26°. Calcule m<BCA 


A) 56° B})58° C)60° D) 62” 





1) 04 


PROBLEMA, ba] 
En un triángulo acutángulo DKA, O eE 
ortocentro y C circuncentro. Halle Hi 
m<0ORC, si : 

mXODC + m<0AC = 35" 
B) 382 C)48 D)35 


|) ANA 


A) 36° 





IBLE? 


N°? 47 

Un triángulo ABC (AB=BC) se traza 
Mediana AM y se prolonga hasta el 
nto H de modo que mxAHC = 90”. Si 




















¡MAC =mxBCH y MH=a, halle AM. 
Ze B) 3a/2 C) 4a/3 
E) 6a 
BLEMAP. hdi” |- 


Un triángulo rectángulo los catetos su- 
M-32 cm, si la menor mediana mide 
€m. Halle la longitud del radio de la 
Punferencia inscrita en el triángulo 


). 


5 7 

B) 4 C)5 D) > E) 9 
N° 49 

un AABC de incentro E A 


B=60°. Se inscribe una circunfe- 
la en el triángulo BIC tangente a CI, 
' CB en los puntos M, N y P respec- 
mente. Si la m<BAC = m<NMP . 
2 la m<CAB. 


B) 81° 
E) 60° 


C) 80° 


MAD rl 

ln triángulo ABC recto B, se traza la 
lana BM (Me AC). La circunferen- 
Inscrita al triángulo ABM es tangente 
ido BM en el punto P y la circunfe- 
inscrita al triángulo BMC es tangen- 
segmento PM en el punto Q. Si 
QM = £, entonces la longitud del ra- 
Me la circunferencia inscrita al trián- 
es: 


Erre. .ss 


EFPLPLLILIILILIIIrrrrrdreeés 


AAA TTET TE 


me Bl 


En un cuadrilátero ABCD - 
AB=CB=BD , mZBAD = 30 : 


m<ADC _3 
y m<ABC 2 





mxXBCD = 20 


Halle mxD—mxB . 
A) 10° B)30* C)45° 


En un triángulo acutángulo ABC, las altu- 
ras AD, BE y CF concurren en H. Por 
este punto se traza la paralela a FD , que 
interseca a AB, FE, DE y BC, en los 
puntos M, N, P y Q respectivamente. Si 
FN=a y DP=b. Calcule MQ. 


D) 60° E) 72° 


A) 2(a+2b) B) 2a+b 
C) 2(a+b) D) a+2b 
E) 2a+3b 


PROBLEMA 
En un triángulo ABC está inscrita la cir- 
cunferencia de centro O y'se ubica otra 
circunferencia menor, tangente al lado 
AC en P y al lado BC en Q y a la cir- 
cunferencia dada. Si la mxABC=0. 
calcular la medida del ángulo determi- 





a 
nado por los rayos AO y PQ. 


0 a 
A) > B) 90 => C) 6 
30 
D) 90-68 E) el 
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En un triángulo ABC recto en B de 
inradio r, “O” es el circuncentro e “I” el 
incentro. Si m<AIO=90°. Calcule el 
perímetro del triángulo. 

A)7r B)9r C)12r D)15r E) 18r 
En un triángulo  isósceles, 


mxXZABC =120° y AB=124. Calcule la 
distancia entre el ortocentro y el 
baricentro. 


A) 6/3 y 
D) 15H 


Proses RATY 


En un triángulo ABC acutángulo, D es 
el circuncentro y O es el ortocentro, 
por B trazamos la bisectriz que es inter- 


ceptada por la mediatriz del lado AC en 
el punto E. Si la m<ABC = 60° y la 
m<ODA =12° , calcule la m<BED. 

A) 48° B) 36° C) 30° 

D) 24° E) 18° 


ProsLema RYA 


En un triángulo ABC, H es ortocentro y O 
es circuncentro. Si m4BAC - m<BCA = 0%, 
entonces la m<HBO es: 


A) 90”-a B) &/2 
D) 20 E) 60° +0 
ProsLema REY 


En un triángulo ABC; m<ABC =f, I es 
el incentro. Calcule x. 


B) 843 y 
E) 16 u 


C) 12H 


C) a 
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A) B/4 R 
B) p/2 

C) B 

D) 90°-$ 


E) 90° -ß/2 A s >g 


PromLema RET] 


En un triángulo acutángulo ABC, la mi 





ta de Euler determina con sus lados UNA 
cuadrilátero inscriptible. Calcule la mii 
dida del ángulo que forma dicha meri 
de Euler y el diámetro de la circuniern 
cia circunscrita al AABC que pasa pei 
el vértice de donde parten los lados qué 


intersecan a la recta de Euler 


A) 60% B)75% C)80? D) 90" 


En un AABC, 
puntos E y D en los lados AC y HCI 


|) 


recto en B, se ubican t 


pectivamente, tal que m<DEI D" 
la suma de las longitudes de los rahi 
las circunferencias inscritas en el cui T 


tero ABDE y en el triángulo CDI vn H 
calcule BD. 


A) 12u 
D) 10u 


En un triángulo acutángulo PC), 1 i 
incentro, O es el ortocentio y E 
circuncentro. Si m<POR ma IN 
Calcule mXZPIR . 


A) 145° B) 130" 
D} 160% E) 135% 


B) 15u 
E) 7,5H 


















LEMA). hdi Y: 
in triángulo rectángulo ABC recto en 
les el incentro tal que : mxAID = 90° 


) DEL BC. Si AB+BC=34, 
26. Calcule BE. 
B) 8 C)9 D) 10 E) 12 
N’ 63 


A semicircunferencia de diámetro 
Ne ubica un punto B, en el triángulo 
$ë inscribe una circunferencia tan- 
va AB y BC en D y E respectiva- 
le, la recta DE intercepta a la 
ircunferencia en los puntos F y G, 


la mfG. 
| B) 72° 
E) 120° 


IIS" 


EMAD; bd.. 

triángulo ABC, BM es mediana, 
Pünto medio de BM, la prolonga- 
CN interseca a AB en P Si 


uy mMBC =90°. Halle la lon- 
de AC. 
B) 15u C) 12 u 
E)6u 
MAR: dl 


una semicircunferencia de diá- 
GH y T son puntos del diáme- 
la circunferencia respectiva- 
y tal que HT LAB, por T y H 
una recta tangente y una recta 
que se intersecan en C. Si desde 
lo TCH se traza una bisectriz que 
a AT en E. Si m<CHB = 70°, 
AHE. 


M) 10% C)15% D)20% E) 259 





Pee 


brorresr.”.s 


beoross. 


LETELTE IIA 


PromLema 73 
En un cuadrilátero convexo ABCD, 
AB=BC=CD y además: 

mxXACD —- mx£ACB = 609 
Se traza la mediatriz de AC que 
intersecta a AD en M. Halle la medida 
del menor ángulo que determinan la 
mediatriz y el lado AD. 
A) 30° B) 45° 
D) 72° E) 80° 


C) 60° 





En un triángulo ABC, en el interior se 
ubica el punto T. 


Si: mxTBA =mxTBC= 25% 
maXBCT =30° y mxCAT = 352 
entonces la mxTCA es : 


A) 25° B) 309 
D) 359 E) 45? 


PROBLEMA; dl 3:] 

En un triángulo ABC recto en B, se ubi- 
can los puntos N y Q en la hipotenusa 
AC, tal que AN< AQ. Luego se trazan 
NM1BC, QPLAB, MN 1 PQ, 
MeBC, PeAB y MNAPQ=[T]. Se 
trazan las circunferencias inscritas en los 
triángulos APQ, NMC y NTQ cuyos ra- 
dios miden ti» Lo, Ig. Calcule la longi- 
tud del radio de la circunferencia inscrita 
al triángulo ABC. 


C) 32? 


A) l, FT, +1 B) , +L—r 


- > a 3 
C) tR- D) (r +r +r )/2 
E) 1¿+T,—r 





Li? 
ZCAN 





PROBLEMA 


En un triángulo ABC, BE y CF son 
bisectrices interiores que se interceptan en 
I, la circunferencia inscrita en el cuadrilá- 
tero AEIF es tangente a AE en M, a El 
en Ny a IF en P Si mXPMN=2, 
mxXPMN , calcule la medida del ángulo 
BAC. 


A) 30°. B) 60° 


ProsLema AE] 


C) 45° D)80° E)50° 





PEPE AAA 


, E) FED. 


En la figura A, B, F E, J, H, G, C, D son A 


puntos de tangencia. Si m<MNP =4 , ha- 
llar mxBIE . 





b 
A) 15%4+- 
) +3 


B) 30% 
4 


D) 45°+? E) 4504+ 
3 2 


ProsLema [CNN 


En un cuadrilátero ABCD, la 
mXABD=2 - mxACD=60% Ja 


mxXADB = 2 . mXACB = 34° 


Halle la medida del ángulo que determi- 
nan sus diagonales. 


A) 729 B) 74° 
D) 80° E) 82° 


D T A 
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PEDIA AAA 


< Se tiene un triángulo ABC, de ortocentm 


* crita en F, D y E respectivament 


GEOMETNÍA 


PromLemaL 78 
En un paralelogramo ABCD, se traza I 
diagonal BD y se ubican E, y $ 
excentros de los triángulos BCD y mb 
relativos a los lados CD y AD respec 
vamente. Determinar que punto notallf 
representa D para el triángulo E,BL,, 


A) Incentro B) Baricentro 


C) Ortocentro D) Circuncentro 


PROBLEMA 2da Práctica Calificada 


H, las prolongaciones de AH, BH Y 
CH cortan a la circunferencia circus 


ABAN ED — {M}, BC ^n DF = IN}, demni 
trar que M, H y N son colineales 


Promn.ema ZN 


En un triángulo rectángulo ABC recto em 
B, se traza la altura BH relativa a Mi 





hipotenusa. Los puntos l, y l, son Mi 
incentros de los triángulos ABH y BHE 
respectivamente, Si AB = 34 y BC = Mb 


entonces ll, mide : 


A) 2 B) v2 C) Ya 

D) 1 E) 242 

Indique el valor de verdad de las si0uiwn 
tes proposiciones : 

I. Dado un triángulo ABC, de incent 


|, para el triángulo cuyos vértices maii 


los excentros, |I es su ortocentro 





în los lados AB, BC y AC de un 
Hángulo ABC se ubican M, N y L 
espectivamente, si MN//AC, 
ML//BC y NL/AB, entonces 
MI L es el triángulo mediano de 


ABC. 

El baricentro de un triángulo, siem- 
pre se encuentra en su región inte- 
VI B) VVV 
F E) FVV 


C) VFF 


LEMA. bdr- 













iñ triángulo ABC; la m<ACB = 20 ; 
(ABC = 40 ; sean : 

Ħ el ortocentro. 

O el circuncentro del triángulo ABC. 

e mxHBO. 

| B) 60° 

E) 120° 


C) 70° 
00° 


LEMA BP... has K i 


Jn triángulo ABC acutángulo, H es el 
entro. Si BH=AC=12u, entonces la 
iilud del radio de la circunferencia de 
Nr O circunferencia de los nueve pun- 


B) 3u 
E) 342 


C) 4u 


INMI Examen Final 


n triángulo acutángulo ABC, se tra- 
I las altura AD, BE y CF (H: 
ntro). Si M y N son puntos me- 


de AH y BC respectivamente. 


` 
2 
as 
«> 
> 
o 
+ 
> 
+ 
+ 
+ 
+ 
“e 
+ 
So 
$ 
Le 
> 
+ 
2 
> 
$ 
+ 
s 
Le 
$ 
S 
> 
+ 
Le 
Se 
«> 
> 
s 
o 
> 
+ 
$ 
> 
+ 
> 
+ 
< 
+ 
«e 
+ 
> 
e 
+ 
5 
> 
+ 
+ 
+ 
> 
+ 
b 
+ 
ka 
2 
+ 
Le 
> 
> 
de 
+ 
+ 


Calcule la mxMEN . 


A) 60° 
D) 909 


PromLema CA 


Si el radio de la circunferencia inscrita 
en un triángulo rectángulo mide 4 cm y 
uno de sus catetos 10 cm; entonces la 


B) 759 
E) 942 


C) 85° 


Examen Final 


. distancia del incentro al circuncentro del 


triángulo rectángulo dado es : 


A) 465 cm B) 12 cm 
C) 451 cm D) 8 cm 


E) 9 cm 


En la figura mostrada se tiene un trape- 
cio ABCD circunscrito a una circunferen- 
cia. Sea MN la mediana del trapecio 
de longitud 4u. Calcule el perímetro del 
trapecio ABCD (en u) 


Mr, 


' > 


D 
A) 12 B) 13 
C) 14 D) 15 
E) 16 





Li 
o 
f 
j 
Ea 
N 







fi 
taJ 


ie Ps 
e 
AUS 
DEIA 
HTU V N 
FIN DEA 
tipe D e 
PLE E 


T HEW 3 
KEN 


Si 


4 = 
4 1 
4 





5i BC=QC+BP e I es incentro de ABC, 
salcule x. 


\) 30° 
3) 37° 
2) 45° 
3) 60° 
E) 759 A Q c 


Prosrema RFA 


Calcule x. 
A) 15° 
B) 30° 
r37 
D) 45° 
E) 539 


PromLema CEN 

5i H es ortocentro de ABC, calcule 6. 
Aj 30° 
B) 35° 
C) 36 
D) 37° 
E) 42° 
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GEOMETRÍA 
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PROBLEMA Do bd- 
Si ABC es equilátero, I es incentro de 
ABP y H es ortocentro de BPC, calcu 
D) 25° 


le x. B 
E) 30° ÓN 


En el gráfico O es circuncentro de ADL Y 
punto de tangencia, calcule x. 


A) 109 
B) 15° 
C) 20° 


A) 30° 
B) 37° 
C) 45° 
D) 539 
E) 60° 


ProBLEMA RATA 86 
Si ABCD es un paralelogramo p 
AM=MD, calcule x. 


A) 60° B | 
B) 75° 
C) 90° 
D) 120° 
E) 135° A 












'ROBLEMA hd: y i 

€ tiene un triángulo ABC, de inradio 4, 
la distancia del incentro a la recta tan- 
nte a la circunferencia circunscrita tra- 
da por B es 7, calcule la altura BH. 


)11 B) 10 C)9 
B E) 7 
MER 


© es excentro de ABC y AM=MB, cal- 
le x. 





¡MAD b-i 

j un triángulo equilátero ABC, se 
la ceviana interior BD, si 
| DC = 4/3, calcule la distancia en- 
§ ortocentros de ABD y BDC. 


B) V2 C) 43 
E) 4 





EMAD, hdi]! 


#6 circuncentro de ABC, calcule x. 





PromLemaL A SI 


En el gráfico O es centro del parale- 
logramo ABCD, si AM=MQ y OP=2. 
calcule AB. 


A) 6 
B) 8 
C) 10 
D) 12 
E) 14 


PromLema[ 7] 


En el gráfico 1 es incentro de ABC. cal- 
cule x. 





A C 
C33 


A) 30° 
D) 60° 


ProsLema KTF] 
Calcule x. 

A) 50° 
B) 52° 
C) 54° 
D) 56° 
E) 60° 


Si H es ortocentro de PBQ, AP=BQ y 
PB=QC, calcule x. 


B) 45° 
E-737 





201 





AILE 


Y 30° 
3) 379 
2) 45° 
)) 53 
) 609 


PromLeMAa CE 
in el gráfico, calcule JN/EN. 
Y 1 


3) 42 
5) 43 








5e traza la ceviana interior BN en el trián- 
julo ABC, donde O es circuncentro de 
ABN, L es circuncentro de BNC y H es 
artocentro de ONL, si mxXOHL =11089 , 
ralcule mxABC . 


A) 35% B) 45° 
D) 70° E) 80° 


PromLema RYA 
Se tiene el triánguo isósceles ABC, de 


base AC , desde el excentro E relativo a 


BC se traza EH pera a BC (He BC), si 
BH=4, calcule AC. 


A) 6 B) 8 
D) 12 E) 14 


C) 60° 


C) 10 











erorosporr roer era rones r rr Porno ran ttt 


GEOMEINÍA 


PROBLEMARA T] 98 
Si ABCD es un paralelogramo y Hi a 
ortocentro de ABD, calcule mPL 





A D 
A) 40° B) 389 C) 36° 
D) 35° E) 32° 


En el gráfico l es incentro de ABL y 
MN =8, calcule el inradio del triángula 
ABC. 


B 
A í 
A) 7 B) 8 019 
D) 10 E) 11 


Si O es centro del cuadrado ABCD y 
ortocentro de PQR y PD=3(AP)=3, cal 
cule DR. 


A) 4 
B)5 
C) 6 
D) 7 
E) 8 












N° 101 
[Q y F son puntos de tangencia, cal- 
X. 


F 
B) 60° C) 709 
E) 757 
N” 102 


y H son el circuncentro y ortocentro 
l triángulo ABC respectivamente si : 


mxAHC = 2(mxAOC) 
cule mxABC . 

30° B) 32° 
36° E) 38° 


C) 342 


{N° 103 


i el gráfico H y O son el ortocentro y 
ncentro de ABC respectivamente, si 
9// BO , calcule x. 


i A, 


) 150 
137>/2 
i) 53°/2 






N° 104 
IIH y O son el ortocentro y circuncentro 
ABC y AB=BC, calcule x. 





DOI e e e e III ODIO AAA 


PUNTOS NOTABLES 
B 

A) 45%/2 \ 

B) 539/2 

C) 37°/2 

D) 15° 

E) 30° Le 7 





En el gráfico P es el ortocentro de ABC y 
circuncentro de MBN, si œ +68 = 70° , cal- 
cule x. 


A) 60° 
B) 70° 
C) 80° 








ProsLema RET] 


Se tiene un triángulo acutángulo ABC, 
si la distancia de B al ortocentro de ABC 
es igual a AC, calcule mxABC . 


A) 302 B) 37° GI 93°F 
D) 60° E) 45° 
ProsLeMa RGE CYA 


Si JN=NQ=3 y AM=MC=6, calcule 
MN. 


A) 343 
B) 543 
C) 345 
D) 445 
E) 5/5 ^A 








cutie 
PromnLema RE CO 108 


Dado un triángulo obtusángulo ABC, ob- 
tuso en B, si la distancia de A al ortoce ntro 
de ABC es igual al circunra dio del trián- 
gulo ABC, calcule mxBAC - 
A) 60° B) 53° 
D) 37" E) 30° 


Promemaf BT] 

Desde un punto A exterior a UNA Circunfe- 
rencia se trazan las tangentes AB y AC 
(B y C son puntos de tanm9gencia), si 


mZBAC =60" y el inradio de ABC es r, 
calcule la distancia entre el incentro y el 
excentro relativo a BC. 
A) 2r B) 3r 
D) 5r E) 6r 


Promema FO] 

Se tiene el triángulo rectángulo ABC rec- 
to en B, en el cual se traza Ja altura BH, 
si E es el excentro de ABH relativo a AB 
e l es el incentro de BHC, calcule 
mAxEBI . 


A) 90° 
D) 135 








C) 45° 


C) 4r 


B) 115° C) 130° 


E) 150° 


Si M, N y Q son puntos de tangencia, 
¿Qué punto notable es D del triángulo 
MFE? 








DO O e e e e OIDO ee ee 


A) Ortocentro 


C) Circuncentro 


B) Incentro 
D) Punto de Mini 


E) Baricentro 


PromLema RLE IYA 
En el gráfico, si AP=PQ=QC. Indie 
que punto notable es L de ABC 










B) Ortocaniii 
D) Baricøaniii 


A) Incentro 
C) Circuncntro 
E) Punto de Georgonne 


Si AD//BC y D es circuncentro de AMM 


¿qué punto notable es A del triánquie 
BDC? 
A 
R { 
A) Incentro B) Punto de Nagel 


C) Ortocentro 
E) Excentro 


mAM = mMB , mBN = mii 
mCL = mLA 

indique que punto notable es el incentm 
de ABC del triángulo MNL. 


D) Circuncentro 
















entro 
entro M 
tocentro 
ncentro 
into de Poncelet 


LEMAP, bE YE 


> 
ul gráfico Y y O son la recta de 


Br y el circuncentro del triángulo ABC, 
L=16, calcule OP 





7 
MÍ es paralelo a la recta de Euler del 


igulo ABC, H es ortocentro su orto- 
Miro, AM=MC y PH=4, calcule BH. 
| B 


i i 








PFPEPIIAICLIAILIIIIIIAIAIIIIIIIIIIIIIIIIIICIrrrr rr 


PUNTOS NOTABLES 


A) a+c-b B) a+b+c 

C) 2a+2c-b D) 2a+b+c 

E) a+b+3c 

PROBLEMA 

Si ED=5, AD=2 y BC=3, calcule x. 

A) 60° 

B) 75° 
1439 





C) 


D) 90° 


E) E 





Se tiene el triángulo rectángulo ABC, rec- 
to en B, se ubica P en AB y Qen BC, 
si PB=BQ=10, calcule la suma del 
inradio de PBQ con el inradio del cua- 
drilátero APQC. 


A) 8 B) 9 C) 10 
D) 11 E) 12 


PromLema FT] 

Si AD=0OP AB=10 y BC=6, calcule 
xy. 
A) 2 
B) 4 
C) 5 
D) 5,5 
E) 6 











Si mFB = mBD . ¿Qué punto notable es 
Q de ABC. 


F B 






A 


A) Ortocentro 

B) Baricentro 

C) Circuncentro 

D) Punto de Lemoine 
E) Punto exmediano 


PromLema 8 YA 


En el gráfico; P Q y S son puntos de 
tangencia, indique que punto notable es 
L de ABC. 





oro ron rro o oerrneooo rro e erroon rr ropero. nor$$ oO” —: 








GEOMENNÍA 


Intensivol 


A) Incentro 


WE 
~O ye ), 
fl WAE 


` y 


xy 





















B) Baricentro 

C) Ortocentro 

D) Punto exsimediano 
E) Punto de Brocard 


PromLema UN 
Si ABCD es un cuadrado y BF=ID= 1! 
¿Qué punto notable es el centro de di 


cho cuadrado del AAJN? 





A D 


A) Baricentro 
B) Incentro 


C) Ortocentro 


D) Punto de Spieker 
E) Punto de Miquel 


PROBLEMA Li 24. 


En el gráfico T y Q son puntos de tan 
gencia, ¿Qué punto notable es P di 


ABC? 















B) Baricentro 
“Punto de Steiner D) Circuncentro 
Urtocentro 


N° 125 


D es punto de tangencia, AB=CD y 
=EC, indique que punto notable es P 


| 'Baricentro B) Ortocentro 
) Incentro D) Circuncentro 
Punto de Tarry 


¿MAD b YA 
un triángulo ABC, las cevianas inte- 
øres AP y BQ se cortan en L, si: 
maxXBAP = mxQBC , 
QP=0QC y QLPC 


hi Inscriptible, ¿Qué punto notable es L 
ABC? 





TADA AAA AAA AAA AE AAA EEE ERA A E ARA A RN E 


PUNTOS NOTABLES 


A) Incentro B) Baricentro 
C) Circuncentro D) Ortocentro 
E) Punto de Jerabek 


En el gráfico O y O, son los centros de 
los rombos ABCD y BCERF, si M es punto 
medio de ED , indique que punto nota- 


ble es C de 00,M. 





A) Ortocentro B) Incentro 
C) Baricentro D) Circuncentro 


E) Punto de Fermar 


PROBLEMA 
Se tiene el triángulo ABC, de incentro |, 
y radio lA se traza la circunferencia E 
que corta a AB en M, a BC N y 
L(Le NC) ya AC en P si m<BAC = 80°, 
calcule la medida del ángulo entre NP y 
ML . 





A) 15° B) 30° PITA 
D) 40° E) 45° 
PROBLEMA 


Se tiene el segmento PQ tangente a una 
circunferencia de centro O en B, luego 


207 








iwe 


s PA y QC tangentes a dicha cir- 
acia, (A y C son puntos de tangen- 
AC corta a PO en N, calcule : 
mxXMBO 
maxNBO 


B) V2 C) 42/2 
E) 2 


ma RE 





in triángulo ABC de ortocentro H, 
əs la circunferencia € que pase por 
1 tangente a AC en C, luego ubi- 
L en AC tal que la semicircun- 
a de diámetro AL es tangente a 6 


la prolongación de CH corta a 
semicircunferencia en M, si 


C=20°, calcule mMH. 
B) 20° C) 30° 
E) 50° 


triángulo ABC, se trazan la altura 
la ceviana interior BN, el 


entro O de ABC pertenece a BN, 
e traza OM perpendicular a AC 
H), si AH=HO, HM=m y 
A=459, calcule NC. 

4 B) m C) 2m 

12 E) 3m 





ma 


we el triángulo ABC, de ortocentro 
¡1H =6 calcule el radio de la circun- 
a que contiene a B, H y C, tal que 





Porro rro rrornor.re error or rrmmPmosopsororrroorrrrrrP. errar... o? 


GEOMETRÍA 


la prolongación de AB corta en Na di 


cha circunferencia y mHBN = 90° . 


A) V2 B) 242 C) sE 


D) 3V2 E) 442 
PromLemaL GD EE] 


En un cuadrado ABCD, M es punto me 
dio de AB, el cuadrante BD de centro 
C corta a DM en F luego se ubican 
Qen FC y Hen BC, si m<DFH = 90", 


FQ=QC y FQNBQ=([0], calcule 


FO/OH. 
A) 1 B) 1,5 C) 2 
D) 2,5 E) 3 





A) 11° B) 13° KIIS 
D) 17° E) 19 





ProsLema BES 
Se tiene el triángulo ABC, se ubican 


P y Q en la región interior y en la regli 
exterior relativa a AC, si AP=P0) 1) 


mxZBCA = 60%, mxAPO = 2(mxACO 
y mxZABC =30%+0. Calcule mxQH 





ye B) 37° C) 45° 
Y E) 60° 


Lema PEET 

run triángulo ABC de ortocentro H; 
ican P y Q en la región exterior rela- 
1 AB y relativa a BC respectiva- 
e si mAxXPBA = mx£QBC = 90°, 
CH, AH=BQ y AP=10, calcule 


| B) 18 C) 16 
| E) 10 


LEMA OFEYA 





es circuncentro de ABC, calcule x. 





p B) 15° C) 18° 
4 E) 30° 


ATN N? 138 


regiones sombreadas son regula- 
cule x. 








+ A) 90° B) 75° C) 60° 


«> «e «> «ls 


+ $ + a 
27 > e . 


AE EEE 


> YA b > 


<> 


ds ds «e > 


PRA 


¿PERA 


do 


D) 459 E) 309 


PROBLEMA XES 39 | 


En un triángulo ABC, de baricentro G, 
con centro en Á y radio 4 se traza una 
circunferencia que pasa por G, corta a 
AB enM ya AC en N., si las ternas M, 
G, C y B, G, N son colineales, calcule 


BC. 


A) 4 B) 447 C) 443 
D) 445 E) 8 
PROBLEMA 


Si T es punto de tangencia y H es 
ortocentro de ABC, calcule mPB . 


A) 60° 
B) 62° 
C) 64° 
D) 66° 
E) 68° 








En el gráfico BC=DE y BD=15, calcule 
la distancia del ortocentro al circuncentro 
del triángulo DBC. 


A) 6 
B) 6,5 
C) 7 
D) 7,5 
E) 8 








Lio 
CUZCANQ 


PromemaC Aer 

Se tiene el triángulo ABC, de ortocentro 
H y circuncentro O, sean M y O" puntos 
medios de AH y BC respectivamente, 
si la distancia entre las proyecciones de 
M y O sobre BC, es la mitad del 
circunradio de ABC, calcule mxHMO'. 


A) 30° B) 37° C) 539/2 
D) 37°/2 E) 45° 


PromLema [NEEE 
Dado un triángulo ABC, de ortocentro 
H y circuncentro O, además O, es 
circuncentro de AHC, si 00, =18 , cal- 
cule BH. 





B) 942 


E) 18 


A) 9 C) 16 


D) 1643 


Se tiene el triángulo ABC inscrito en una 
circunferencia de centro O, se ubica el 
ortocentro H de ABC y se traza el diáme- 
tro AD, si el perímetro de la región BHCD 


es 44 y la distancia de O a AC es 4, 
calcule la distancia de O a AB. 


A) 6 B) 7 C) 8 
D) 9 E) 10 


Prosrema AE 
En un triángulo acutángulo ABC, se 
traza la altura BL, si CL-AL=4 y 
mxXBCA =45* , calcule la distancia del 
circuncentro de ABC a AC. 
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error. La APIO IIA AAA IRA 


GEOMIT 
A) 0,5 B) 1 A (y 
D) 2,5 E) 4 
PROBLEMA 


Dado un triángulo ABC, de circunco nti 
O y ortocentro H, se traza la altura Mi 


si BH=HL y OH//BC , calcule maxAll 








TT 
A) 15 B) > C) 30° 
D) == E) 45° 
9 
PROBLEMA 


Se tiene un triángulo acutángulo ABC de 
ortocentro H y circuncentro O, trazamos 
la altura AM, si mxBHM = 37° , la distan 
cia del centro de la circunferencia de lus 
nueve puntos a AC es5 y BH=4, cal 
cule AC. 


A) 22 B) 20 C) 18 

D) 16 E) 14 

PromLema 8213 148 

En un triángulo ABC cuyo ortocentro us 


H y excentro relativo a BC es E, si 
m<BCA = 2(mxABC) = 80" 
Calcule mxXAEH, 
A) 20° B) 18? 
D) 122 E) 10° 


Dado un triángulo ABC, la recta de Lules 
corta a AB en Pya BC en Q, si la 


CO 16” 





encia entre los perímetros de las re- 
es ABC y APQC es igual a PB, cal- 


t mxABC . 
go B) 60° C) 70° 
75° E) 90° 


Sh E 


un triángulo ABC, m<ABC = 120°, 
fule la medida del ángulo entre la rec- 
de Euler de ABC con BC. 


30" B) 37° C) 45° 


















53° E) 60° 


LEMA P. bap E) | 

tiene el isósceles ABC, de base AC, 
nde O, G y H son el circuncentro, 
ficentro y ortocentro de ABC respec- 
amente, si OG=4 y la distancia de 
AC es 2, calcule el exradio relati- 


ra BC. 


10 B) 20 C) 30 
) 40 E) 50 
OBLEMA ÍSLE TS: 


A recta de Euler de un triángulo 
titángulo ABC corta a AC en D, lue- 
O ubicamos el ortocentro H de ABC, si 


1D =2(BH)=2(DC), calcule mxHDA . 


y 30° B) 37° C) 539 
)) 45° E) 60° 
EMA PSGB CX. 


alcule x. 


de 


PFOPFPLILILLILILIIFIIIIIIIIIIIIIILIIIIIIIII III AAA 





A) a B) &/2 C) 2a 
D) 30/2 E) 30 
PROBLEMA 
Si PQ=24, calcule MN. 
P 

Q 
A) 10 B) 12 C) 14 
D) 16 E) 18 


Prones REA 

Se tiene el triángulo ABC, donde MNL 
es su respectivo triángulo mediano, H es 
el ortocentro de ABC; O, G y O' son el 
ortocentro, baricentro y circuncentro de 
MNL respectivamente, si GO=2, calcule 
OH. 





A) 10 
D) 13 


B) 11 
E) 14 


C) 12 





GEOMETAÍA 





osema REY A) 10- V10 B) 12-J1Ó 
el perímetro de una región triangular 

8, calcule la suma de las distancias C) 14- V10 D) 16-245 
su circuncentro hacia los lados, sa- 

ndo que es entero. E) 18 -2/10 

6 B) 5 C) 4 

3 E) 2 


PROBLEMA ÍS 59 | 


En un paralelogramo ABCD, se traza Ia 
altura BH, si los inradios de ABH y 
HBCD son r y R respectivamente, caleu 





oem SETA 


un triángulo rectángulo ABC, recto 


B, se trazan las bisectrices interiores le HD. 
¿y CD, si la longitud de la proyección 

ED sobre la AC 6, calcule el inradio A) R+r B) ER 
ABC C) 2R-3r D) 2R-r 
É B) 5 C) 4,5 

i | E) 3R-2r 

4 E) 3 


PROBLEMA ÎS aS 60 


Se tiene un trapecio isósceles ABCH 





cora A 


el gráfico M, N, L y T son puntos de 
gencia, si la base media del trapecio 


¡CD mide 5 y CD = V/10 (AD//BC), 


(BC// AD) circunscrito a una circunferen 


cia de centro O, si la prolongación de 
BO corta a AD en P, tal que 


Icule AB. 
AP =2(PD), calcule mxXCDA . 
B N__£ A) 60° B) 53° 
C) 45° D) 37° 
E) 30° 
M 
A L D 


errors non rre rr rr rra AAA A AAA a a AAA 


SD ¿Di ¿Le Y 
e, e, e? e, e? 
















N° 161 


es punto de tangencia, ¿Qué punto 


table es P de ABC? 





ps Baricentro 
D) Ortocentro 


) Incentro 

) Circuncentro 
Punto de Nagel 
N* 162 


n el gráfico O,, O, y O, son los cen- 
de los cados ABPO, BCDE y 
, indique que punto notable es O 
AO¡0,0,. 

E 








AAA E EEEE EEE EEE 







PUNTOS NOTABLES 


sA 
EEA ES RS E 
tos 





A. 
AS 


=D 











A 


Resuel 


3 A 





B) Baricentro 
D) Punto de Fermat 


A) Incentro 
C) Ortocentro 
E) Circuncentro 


Si E es excentro de ABC. 
notable es E de PQC? 





¿Qué punto 





A) Circuncentro 

B) Ortocentro 

C) Punto de Morley 

D) Punto de exmediano 
E) Excentro 


Prone RUT 
Si AC=BB indique que punto notable es 
P de ABC. 

A) Incentro 

B) Ortocentro 

C) Baricentro 

D) Circuncentro 

E) Punto de Miquel 








¿Qué punto notable es P de ABC? si 
AC=BP 
B 





A) Punto de Brocard 
C) Ortocentro 
E) Circuncentro 


PromLema ETT] 

Se tiene el triángulo rectángulo ABC, rec- 
to en B, se traza la altura BH y se ubican 
los incentros I, y l, de los `s ABH y 
BHC respectivamente, luego se prolon- 


B) Baricentro 
D) Incentro 


ga l LL, hasta que corte a BC en P con 
ehto en B y radio BP trazamos el arco 
PL, tal que m<HBL = 90°, si Ll, =9 y 
LP =4 , calcule m< LH ; 
A) 82 B) 14° 
D) 30° Eror 


ProsLema KECA 


Dado el triángulo ABC, de incentro l y 
excentro relativo a AB E, si la diferen- 
cia entre exradio relativo a AB y el inradio 
es el doble de la distancia de Ba IE y 
mxXBAC = 30°, calcule mxXBAC . 

A) 30° B) 37° E) 537 

D) 45° E) 60° 


C) 15 
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GEOMETRIA 


PROBLEMAS (7-3 168 

En el triángulo ABC, de ortocentro M y 
mxXBAC€ =115°, en la región exterior y 1 
lativa a AC se ubica S, de modo que 
mxXZHSC = m<HBC , calcule m<ASH 

A) 15° B) 30° A R Y d 

D) 45° E) 60° 


ProBLEMA RÆ 110] 

En un triángulo ABC, de baricentro €, Iai 
medianas AM, BN y CL miden 343 5 
y 6 respectivamente, calcule mxBGl 

A) 159 B) 45° C) 60° 

D) 75° E) 90° 


Se tiene el triángulo isósceles ABC, 


base AC, trazamos la ceviana interiol 
AQ luego ubicamos el incentro | de ABJ. 





si mXICA = 40° , calcule mxBQA 
A) 409 B) 50° C) 60° 
D) 70° E) 80° 


Dado el cuadrado ABCD, de centro U 
se ubican los puntos P y Q en las prolon 
gaciones de DA y CB respectivament 
tal que m<QPA = 90° , luego trazamoi 
PO que corta a AB, si PQ=QM, caleu 
le mXOPD . 
A) 60° 

D) 459/2 


PromLema EA 


En un triángulo rectángulo ABC, recto 
en B, se traza la altura BH, si E, y | 


B) 309 
E) 53%/2 





f excentros de los A, ABH y BHC re- 
vaa AB y BC respectivamente, cal- 


le la medida del ángulo entre AB y = 


30° 


B) 37° C) 45° 
| 60° E) 90° 
OBLEMA ÎS LS VE 


un triángulo isósceles ABC, de base 
Gen el cual M es punto medio de AC . 
go ubicamos S y N en BC y MS, tal 
@ mxXMSC=90” y MN=NS, calcule 
medida del ángulo entre BN y AS. 


90° 5) 79% C) 60° 
) 45° E) 30° 


IN 


N°? 174 










f tiene el triángulo ABC, donde I es 
e tro y E es el excentro relativo a AB, 
za AP perpendicular a EB (Pe EB), 
AP biseca a El y la longitud de la 


Hectriz interior AF es 10, calcule el 
adio relativo a AB. 


8 B) 10 C) 12 
) 14 E) 16 
LEMAP, hab Yi 


ABC y CDE son equiláteros, cal- 
e BD/CP 





> 
e 


+ 
$ 


$ 


+ + + - 
e? e es -e 


PFPFIALILIRLILIIRIIIILIIIILIIIILIIIIIIIIIICIIIIIIIICIIITIIA 


» - 
ao e ey? 


PROBLEMA 

Se tiene el triángulo rectángulo ABC, rec- 

to en B, se traza la altura BH, l y l, son 
>> 

incentros de ABH y BHC, Ll, corta a la 


prolongación de CA en P si AB=a, 
BC=b y AC=c, calcule PA. 








A) a+b-c B) 2a+b-c 
a(c+b) 
C) 3a+b-c D) 
b-a 
a(c-—b) 
E b-a 
PROBLEMA 


En un triángulo ABC, BL es altura, M 
es punto medio de AB , H y O son 
el ortocentro y circuncentro de ABC 
respectivamente, si m<BAC =70° y 
maáMLO = 90° , calcule mxBMH. 


A) 35° B) 40° C) 45° 
D) 50° E) 39s 


Prosrema RETN 


Si A, T y C son puntos 


de tangencia, 
calcule QP/AC. . 


P 








A) 0,5 
B) 1 
C) 1,5 
D) 2 
E) 2,5 


Q 


- 
... > 
ss ......” 
+.. 
...” 
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ETNE 
ProsLEMA [SGE 79 


exteriormente al triángulo isósceles ABC 
le base AC se construye el cuadrado 
3CDE, M es el ortocentro de ACE, si 


BE = V2 , calcule AM. 
A) 1 B) 1,5 
3)2,5 E) 3 


ProsLEMA RSE TY 180 


C) 2 


Jado un triángulo ABC, I y E son el $ 


ncentro y excentro relativo a BC respec- 
ivamente, si AC-AB=10 y la suma del 
nradio con el exradio relativo a BC de 
ABC es 24, calcule El. 


1) 26 B) 24 
3) 20 E) 18 


calcule x. 

1) 1509 
3) 145° 
2) 140° 
3) 137" 
MISS” 


in un triángulo ABC, mxABC = 120°, | 


s incentro O es circuncentro y E es el 
xcentro relativo a BC, calcule mxIEO . 


\) 15° B) 30° C) 37° 
)) 45° E) 60° 


PRoBLEMA RESTE] 


i H es ortocentro de ABC, calcule x. 


C) 22 














EEEE, 


ds «ds 


> EDO" 


de 


AAA AAA E EA 


GEOMETRÍA 


A) 359 
B) 40° 
C) 49 
D) 50° 





PROBLEMA $; be CE. 


Dado un triángulo ABC, mxABC = 120" 
si AB+BC=12, calcule la distancia entre 
su circuncentro y ortocentro. 


A) 10 B) 11 C) 12 
D) 13 E) 14 
PromLema OFTEN 
Sl: [++ + += AH =10 


ud fio bi 
Calcule el perímetro de la región hexa 
gonal ABCDEF 





A) 40 
D) 70 


B) 50 
E) 80 


C) 60 


PromLema SE TA 186 


Si P C y T son puntos de tangencia y 
CT=6, calcule el máximo valor entero 
del inradio del AABC . 





CUZCANO 





P B 


¿MAN be Y 


e tipo de cuadrilátero es ABCD, si las 
nferencias inscritas en los triángulos 
y ACD son tangentes a AC en el 


10 punto. 
Trapecio B) Paralelogramo 
Inscriptible D) Circunscriptible 
Bicentrico 





N° 188 


Je tipo de cuadrilátero se forma al unir 
centros de cuatro circunferencias tan- 
ntes exteriores dos a dos. 


) Inscriptible B) Circunscriptible 
) Trapecio D) Paralelogramo 
) Exinscriptible 

LEMA P, ke 1-1] 





e tiene el cuadrilátero circunscrito E, P F 

Q pertenecen a AB, BC, CD y AD 

Pspectivamente, tal que al trazar PQ y 
forman cuatro cuadriláteros parcia- 
circunscritos, si PQ=a, calcule EF 


A) a/2 B) 3a/2 C) 2a 
D) a E) 3a 
¡MAR be CIU 


R Q, T, E y D son puntos de tangen- 
¿Qué tipo de cuadrilátero es OABC? 





POPPHILRIILIILIALIIILIILILILIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIICIIIrIRIIIIIIICIIIIISI 


PUNTOS NOTABLES 





A) Inscriptible B) Circunscriptible 
C) Exinscriptible 


E) Trapecio 


PromLema JSE ON 
Si P es baricentro de ABC y 
AP=PB+BC, calcule x. 


D) Bicentrico 





A) 10,52 
D) 15° 
Prosema [38 UY] 


Si AM=MC, calcule œ. 


B) 122 
* E) 16,59 


C) 14? 











A 
A) 142 B) 15° C) 18° 
370 
D) 309 E) > 





Si AB=AD, calcule 0. 














A) 8* 

B) 10° 
C) 12° 
D) 14° 


E) 16° A 


ProsLema [E UY 


Si AB=PC, calcule x. 


A 


A) 90° 
D) 98° 





A) 20° 
D) 10° 


A) 20° 
B) 189 
C) 16° 
D) 15° 
E) 10° 
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Ls 
CUZCANG 





B) 92° 
E) 120° 


ProsLema RECH 


Si AB=PC, calcule x. 


B) 159 
EILE 


PromLema RET] 


Del gráfico | es incentro de ABC, AB=IC, 
calcule «. 





Porro rra rrrrrr rr rr rr rr rr rr Ir rr rr rr rr rr rr rr rr rr AA 





PROBLEMA ÍX id CYA 


Calcule 8. 





A) 15° 
D) 18° 


ProsLEMA RE C 198 


Si AB=PC, 


A) 8° 
B) 9° 
C) 10° 
D) 11° 


E) 12° A 


Si AD=BC, calcule 0. 


A) 159 
B) 16° 
C) 10° 
D) 18° 


E) 20° A 


ProsLema [ETT] 


Calcule x. 





A) 14° 
D) 11° 















JRIAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 





r j Ho a 
AS Sr Pr al A sE 
EA 


Olimpic cos. 


el circuncentro O del triángulo ABC se 
traza una recta perpendicular a CF que 
intersecta a BC en P por P se traza 


una paralela a CF que interseca a AB 
en R. 




















(Olimpiada Argentina - 1997 - 3er Nivel) 


à ABCD un paralelogramo y P en su 
rior tal que : 


mxXABP = 2(mxXADP) y 
mxXPCD = 2(mxPAD) 
emostrar AB=BP=CP 


Demostrar que FR=BP 


PROBLEMA 4° Olimpiada Rusa -1996 
Sea el triángulo ABC (CA=CB), O es 
circuncentro, | es incentro, D es un pun- 
to en BC tal que DO es perpendicular a 
Bl. Demostrar que DI es paralelo a 


CA. 


PromLema SGP] 


(XI Olimpiada de matemáticas Rioplatence 2002) 


N° 202 
(16° Olimpiada Colombiana - 2002) 


va ABCD un paralelogramo y Y la 
nferencia circunscrita al triángulo 
BD, sean E y F las intersecciones de 
f con los lados BC y CD respectiva- 
jente (o sus prolongaciones). Demos- 
$r que el circuncentro del triángulo 
¡EF está sobre $. 

¿E 





Sea Ẹ la circunferencia circunscrita y O 
circuncentro del triángulo ABC con 
AC+*BC. La recta tangente a Y trazada 
por C corta a AB en M. La recta per- 
pendicular a OM trazada' por M corta a 


las rectas BC y AC en P y Q respectiva- 
mente. 


Demostrar que PM=MQ. 


(XI Olimpiada de matemáticas Rioplatence 2002) 


0 IA LEN 10° IMO - 2002 

i el triángulo ABC, se ubica D en el 
lo BC, A es equidistante del incentro 
'ABD y del excentro de ABC que en la 
ctriz ángular de B. Demostrar 


| =DC. 









N° 204 
Olimpiada internacional - 1997 Argentina) 


un triángulo isósceles ABC(AB=BC) 
Traza la bisectriz interior CF luego por 


Sea ABC un triángulo tal que 
mxXBAC = 45°. Sean P y Q puntos inte- 


COPPFIFIIACLICLIALIIIALIIILILIIIIIIIIIIrr rr EEEE EEEE 
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cufia 


riores al triángulo ABC tal que: 
m<ABQ = m<QBP = mxPBC y 
m<ACQ = m<QCP = mxPCB 





Sean D y E los pies de las perpendicu- 
lares trazadas desde P a los lados CA 
y AB respectivamente. Demostrar que 
Q es ortocentro del triángulo ADE. 


PROBLEMA P. hal 1t]: 


(Shariguin 1989 - problemas de planimetría - 
Editorial MIR. Moscú) 


Demostrar que si en un triángulo un 
ángulo interior mide 120°, el triángu- 
lo que tiene como vértices, los pies 
de las bisectrices interiores, es trián- 
gulo rectángulo. 


$. at 


d + +. 





EL oe ooo so? ?ooo ooo ooo???” a a 


+ 
. 





GEOMETRÍA 


PromLema 911) 

(19° Olimpiada Iberoamericana, España 2004) 
Se ubica en un plano un punto P y una 
circunferencia. Hallar el lugar geométrica 
del circuncentro del triángulo APB, don 
de AB es diámetro de Ç. 


6, y 6. son circunferencias tangento 


exteriores en T, se ubica Á en G, (As 1) 
desde el cual se trazan las tangentes AF y 
AQ a 6, (P y Q puntos de tangencia) las 
cuales cortan a %, en B y C respectiva 
mente. Demostrar que el punto medio del 
segmento PQ es excentro del triángulo 


ABC. 


+ 


+ 
e +t 








AT O e a 
i 















| 
| 
Ñ DD 






a aam o arma 
i 
4 





o CEPRE-UNI 
o SEMESTRAL 
o SEMESTRAL INTENSIVO 


o REPASO 





p- 


















e ABLP: Por ángulo exterior: 
mAxXLPM = 1209 
=>  mAX4MPO = 30° 
e Se nota: mxPMQ = 90° 


= BM es altura 


AREAS 


+ Del mismo modo AN es altura 


~- Pes ortocentro del AABC . 


Clave /B] 
RESOLUCIÓN ENYA 


Prep ELEELE EEA a a 







GEOMETRÍA 


>» ETA PLA A e po. 
"ar. o E IA 
> 





e Como “I” es incentro : 
mAXBAIl=mxCAl=0a y 
m<BCI = m£ACI = ß 


Por ángulos alternos internos : 
mXPIA=a y mZQIC =f) 


> AAPI : 
AIQC : 3 CQ=0QI=Aa 


o Perim. op =X+Yy+Z 


=> AP=Pl=b 


Isósceles 


Isósceles 


(1) 


e Se observa : b+x=6 


a+rz=8 


(+) 


atb+x+z=14 
pd 


y 
e En (I): 


^. Perím. =14 


ABOP 
Clave / L] 





RESOLUCIÓN KAA 

























Como “H” es ortocentro = CP es al- 
tura 


MN : Base media del AABC 
= MN//AB = mxMSC=90" 


% LM: Base media del AAHC 
=> LM//HC 
x = 90° 


Clave /D] 


RES OLUCIÓN KT 


Como O es circuncentro 
> AO=0B=R 
y mzXAOB=1409 


Por teorema fundamental : 


máBCA=E > = 70° 


ALBC: x+x+70°=180° 


x= 99° 
Clave /A 






RESOLUCIÓN EE 
Prolongamos BG hasta que corte a 


AC en M, como G es baricentro: 
AM=MC. 


PAPA III 


Por teorema fundamental : 


RESOLUCIÓN RATA 








Notable de 30° y 60% = PM=6 


Clave JC] 


e Al trazar AB, por ángulo inscrito : 


e Se observa que H es el ortocentro del 
AABC = CL es altura 
e ÍXLBC: x+75°=90° 


Clave 
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7 at 
¡UZCAN GEOMETRÍA 


'ESOLUCIÓN ENYA RESOLUCIÓN TJ 





Ortocentro 





Recordar que en el rombo la diago- 
nal es parte de la bisectriz interior : 


=> mAXPAl=mxlAS5=a y 


del ABFC 
e M: Ortocentto = FL: Altura 


e N: Ortocentto = FD: Altura 


e ALBDF : Inscriptible 
x = 50° 


mxX0QCI=mxICR =P 


Luego : | es incentro del AABC 


Clave /E] 


=> mAxABl=mxXIBC =x 


RESOLUCIÓN KATE] 





Si AB//MN y BQ/NL =[x=y] 





AB//IS y BC//IR 

De la observación : 
mxXABC=mxXSIR = 80° 

En B: x+x=800 





e O: Circuncentro del AABC 
=> AO=BO=CO=a 
e AAOC: Isósceles 
=>  mxZOCA = 20? 


x=40* 


DO de e e e e y e e e e e e e e e e e e e IDO ee eee ye 


Clave /B] 









RESOLUCIÓN [UNNE 


e. AAOP :  Isósceles 
=> mMm<OPA = mxAOP = 80° 


ABOC : Isósceles => mzxOCB=x 


ABPC: Por ángulo exterior 
=> X+x+20°=80° 
x = 30° 
Clave /D 









C 





e Prolongamos CH hasta que corte a 
RESOLUCIÓN KT" 


AB en R, con lo cual nos damos cuen- 


ta que CR es altura = H es orto- 
centro del AABC. 


e Por el criterio principal: BQ es altu- 
ra. 


e En AHPB: x+40*= 909 
^» xk=50" 


Clave /C] 


+ Del gráfico : 
mxXS5BC =60% y mxCDL = 709 


> > 
* BC y DC son bisectriz exteriores 


> AC: Bisectriz del ¡BAD 
e. Como: 

maxBAD =80 => mxCAD = 40° 
. AAPD: 40%+ 40"= x 





e Por teorema fundamental : 
AABC: mxAOC=2(409)= 80° 
AAOC: mXAQC = 2(809) = 1609 


- x=80" 


Clave /B] 


PHFARAALILLIAILIAIIIIIIIIIIIIIIIICIIIIIIIIIIIIIIIIIrrrrIrrrrrrrrIrrrrIer ros 
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La. 
CUZCANQ 


»  AAQC : 


Isósceles =>  x+x+160* = 180% 
x=10" 


Clave ZD 





e Al prolongar BG, BL es mediana 
= AL=LC=6 


. GP: Base media [yAMN 
=> mX4PGN=90% y AP=PN=4 


e A PGN : Como PN=LN => GL=2 


e Por teorema fundamental : x=2(GL) 


deorcorrrrrrer.ntrrpoerrrrro.erororrrrrrrrppornoprnrnrrmooomrSrrnrnr$os, 





o Y 





GEOMETRÍA 


Incentro = BI bisectriz y 


m<AIB = 900 + =159" 


(Teorema Fundamental) 


e Como el AABC es isósceles 


=> AM=MC => 


e MAMI : 


o BEFG : 


Notable 


Rectángulo 


SY Kk= 


y Al=x 


y 2 








=  mAXBFE = mxXBGE = 20" 


o. Piu 


= DL es altura 


Ortocentro del 


AFBD 


e ABCD: Cuadrado > mxBDA = 4i 


TE EN": 


x+ 20° = 45° 
x=25" 


Clave / Al 










¿SOLUCIÓN EXT 










Como ABCD es un paralelogramo : 
m<LBC = mxgBAD = mxBCD = 8 
C es excentro del AABD 
=>  m4LBC=mzxCBD=98 
En forma análoga : 
mxXMDC = mxCDB = 0 
"ACBD : 0=60° 
| En “B” : 0+0+x=180" 
". x=60" 









Clave /B] 


¿SOLUCIÓN NNF 





Como H es ortocentro : 
son alturas. 





boto 


OAA e EEEL EELEE 


EFPIIALILIILIRII rre 


DITORIAL CUZCANO a PUNTOS NOTABLES 


e [DMASC: mxSAC=159 


e Por el teorema de la mediana relativa 
a la hipotenusa en : 


NAHL : AN=NH=NL=a 
NBLC : BM=MC=ML=a 
e AANL:  Isósceles = mxALN=]52 


e ANLM: Notable = x+30%=450 
" x=15 


Clave £ El 
RESOLUCIÓN N°18 





e Como O es centro del cuadrado 
ABCD 


=> AO=BO=DO=?/ 
e EXBPD: Teorema de la A => 0P=/ 
e Como OA=0B=0P 
O es circuncentro del AABP 


Clave ZE] 
RESOLUCIÓN KE] 


e BL y CD son alturas 
e Por ángulo inscrito : mBC = 120° 


e ÍMABL: mZABL = 302 


227 








e Por ángulo inscrito : mAQ = 609 
mAP = 60° 
e Como : 
mBC = mPQ = 120° => PQ = QC 


x=12 


Clave AD] 
RESOLUCIÓN KG] 





e AABH: mZ<ABH = 309 
e AABL:  Isósceles => AL=LB=a 
e AALO= ABOL (L.L.L.) 
=> mgALO=x 
e En “E: x+x+120=360" 
. x=120" 


Clave ZA] 





Pros rro rro rr re poro e eoCp+¿oer + reLprr Seo. or roto eee eo 


GEOMI 


RESOLUCIÓN A3 








Incentro 


e Por ángulo inscrito: mAxPIM = 4/4 


e IP/AC = mLxICA =x/2 

(ángulos alternos internos) 

e Como les incentro => m<BCI = n/J 

e Por ángulos correspondientes 
mXIPB=x 

e Por ángulo semiincrito : mxAll 

e |: Incentrto => mxABl=mxC0H|-K 


e AABC: 60°+2x+x=180° 
x = 40° 





Clave 15) 


RESOLUCIÓN AA 





CUZCANO PUNTOS NOTABLES 








RESOLUCIÓN NEJ 


Incentro del AN PBC 


Irolongamos BG hasta que corte a 
AC en N, entonces AN=NC=m. 


or teorema fundamental : 
6 








ae a 
MN es base media del trapecio 
AQPC : 
X + 
; z =4 
x+y=8 
Clave ZE] 
e Como l es incentro : 
SOLUCIÓN NFE m<PBI = m<IBC = 45° 
B m<BCI = m<ICQ 
.« Como CQ y CD son tangentes 
=> CQ=CD=a 
Q ə ABCI = AQCI (L.A.L.) 
Y: x =450 
K Clave /D] 
L m~e }? RESOLUCIÓN REA 


. Como H es ortocentro :CQ es altura 


—_—— > — 


Base media del AABH 
=> CL_L MN 

Base media del AAHC 
= ML/CH 


. =D” 


ERA AIAIAIAIAAIIAIIAIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIAIIIIICIIIIIIIIII 


Clave /C] 





cofia 


e Por teorema fundamental : 
mxXBON = m<BAC = a + 20° 





RESOLUCIÓN NY] 


o ABNO : mAX0OBN = 70°- 


e ABHC: Por ángulo exterior 
=> T76"=a+x+70"-a 
x=6” 


Clave /C 





e Por ángulo inscrito : 


mxXABD = mxXACD = 0 





e Como M y N son ortocentros, pif 
teorema fundamental! : 


AABD: m<AMD =180° -0 





AACD: mZ<AND =180° - () 


DAMND : Inscriptible 
Cla 


e Por teorema : 

=> mXxABC=mxAMC = 90° 
e E: Excentro del ÉMABC : 

=> mXBAE = mXEAC = Q 


RESOLUCIÓN EPI] 


ə Por teorema fundamental : 


mxAEC = H - 450 


e Como : 
mBM =mMC => BM=MC=6 
e DMEMC: Notable de 45° 


. x=6y2 


A 
e O: Ortocentro del AABC 





=> BL es altura y en BALB 


Cla mxXxABL=50" 


ero rroroo rar rep ree nbrrrrrn e ro rmmePPosSorprrporor.poroprr par. OpqáéÓ. . + >> 






















RESOLUCIÓN AE 


): Circuncentro del APBC 
=æ BO=0P=R 


APBO:  Isósceles 
= maXBPO=50" y 


maxBOP = 80° 
teorema fundamental de circun- 
ntro en APBC : 
Te 
2 





X 





Clave ZE] 


e O: Circuncentro > OA=0B=x 


e Por el teorema 9.4 : 
mX0OAC = m<HAB = 30° y 


SOLUCIÓN REX 


Er R; s.B 
"Y e ÉSOMA : Notable 30% y 60° 
` 
\ x= 4/3 


Clave /C] 


observa que R es el circunradio 
del : 

AABC = OS=R 
Teorema 9.5. : HL=LS=m 





NL: Base media del AOHS 


Roe 


e Como H es ortocentro= AQ es altura 
=> mZBAQ=37" 


e Por el teorema 9.6: AH = 2(OP) = 2y 


PFRAEARIDILALILIAIIIAIIIRIIIRLIIIIIIIRIIIIIRIIIIIIIIIIIIAII III 


Clave /A] 





231 





Ll 
CUZCAN<3 GEOMETAI 





RESOLUCIÓN EEE] 


e DMALH: Notable = g 





Mo 
€ 
a|u 


a |» 
Il 
nia 


Clave /D] 


RESOLUCIÓN RÆ 





del ABC 


e Por teorema fundamental : 


mxAIC = 90 -1350 


Ha ES 
e Luego, trazamos AS 1 CI. 


e MASI : Notable de 45° => AS 5h 





e Ol: Base media del NASC 
=. Sise 
e MASC : Notable 


=> mz2ACS=537/2 


e Como O es circuncentro por teorema 
fundamental : 


mxXZAOC = 140° 
e AAOC : Isósceles 


e Comolesincentro > m<BCI=b4m 
>. HS 


Clave MM) 





=> mXZ0AC =mxX0OAC = 20° 


RESOLUCIÓN INETI 


Ortocentro 
del AABC 





eo |: Incentro 
=> mAXBAIl = mxIAC = 399 


=> x+20°=39° 
x=19" 


Clave_/B] 





$brborrtrorrro rose ro re” ro peo ooo) a a a a a a eee o e O e e e e e e 


















\ trazar la circunferencia inscrita : 
IT=BT=3 


SFTI : Notable => m<TFI=37° 
lomo AC//FI = m4BAC=37" 
1; Incentro 
=> mAXBAI = mxlAC = 379 /2 
ÍXATI : Notable de 379/2 => AT=9 
~ kaS 

Clave ZE] 


OLUCIÓN EEE 


Por el teorema 9.6: OM=/f 
| Por el teorema 9.4: AM=MC=2/ 
[AOMP : Notable: MP=4(OM) 
< x=14 
Clave /A 


ESOLUCIÓN ENQET3 


ISCDP: (CD =13?- 5? 
> k(Dyi2 


"ÍXCDP : Teorema de Poncelet 
= 5+12=13+2r > r=2 





¿eee AAA 


PUNTOS NOTABLES 





e Por teorema : 
Disez 


e DATI : Notable : AT=7(IT) 
x=8° 


Clave ZO] 
RESOLUCIÓN ENEYA 





e Por teorema: 


AT=AQ=n y CS=CL=m 
e DMABC: Teorema de Poncelet 
> b+A+a+tm=Mm+4+4+2r 


e Pero: a+b=10 (dato) 
=> 10=4+2r 
r=3 
Clave ZE] 














e [MABC : Teorema de Poncelet : 
a+b=m+2r, a 1 


e ACAD : Teorema de Poncelet : 
ss» UN) 


m+18 =c + 2r, 
e (1) + (Il): 


a+b+ m 4+18= mM +2r +c+2r, 


e Pero del dato: a+b=c 
1, +1, =9 


Cla 





PPPROPHLLILILILILIILAILILILILIIIIICIIIIIIIIIIIIIrIrrrrrrrrIIIrIIIIIIIIIIIAA 


e De (I) y (Il): 










ODABCD : 


= atb=6+m 


Teorema de Pitol 


DAMD: Teorema de Poncelei 


=> a+b=m+2r (i 


6tm=m+21 


DABCD : Teorema de pito! 


> CD+5=6+15 


=> CD=16 


Prolongamos CB y CA hasta que sg 
corten en “S”, 


NSCD : es notable de 37° y 53" 
=> SC=12 y SD=20 
ENSCD : Teorema de Poncelet 
> 12+16=20+2R 
s R=4 


Clave /14] 





PUNTOS NOTABLES 


PS 
zo; š ¿e ar Ak 
OTERO => y 


ANVTEADTTES DARAN IATA, 


>> E A 


RESOLUCIÓN EY 










= $ . 
e «e «e «de 


+ ” 
e? * Ad 


Por teorema el baricentro de un 
triángulo es el baricentro de su res- 
pectivo triángulo mediano. (Ver teo- 
Fema 11.2). 


¿oo 








Incentro K 
> œ Trazamos la mediana AM. 
Le 
* e ÆA: BM=MC=AM=x/2 
Se nota que el incentro siempre es + * AAMC: Isósceles 
r , oz << 
un punto interior al triángulo. + > m2MAC=%0 


e Se observa : 
mxXAGB = 2a + 452 -Q =45+0 





TERE 


La recta de Euler pasa por un vérti- < 
. £ è e de 

ce en los triángulos isósceles y rec- * 
> 

< 


tángulo. e AABG : Isósceles = AG=8 
$ e G : Baricentro del ÉxABC 
Recta de Euler A g 
> > GM=-= =4 
- 2 2 
S 
£ 5.” S. 
> e Pero: EF 12 
: | 2 
v ^ x=24 
e 
Clave ZC] > 
z Clave _/D] 





Le 
UZCAN 


ESOLUCIÓN [EJ 
B 








Por teorema fundamental del incentro: 
m<BIC = 90°45 
DAEID : Inscrito 
= x+90°+4+ 5 = 180° 


x = 60° 
Clave /C 





NAMN : Notable de 45° 


> AM=MN=a 








GEOMETRÍA 


e Por diferencia : 
BN=?*-x y BM=/-a 


e ExBMN : Teorema de Poncelet 
> l-ara=!l-x+2r 


x= 2r 


Clave MM 
RESOLUCIÓN KE] 





e Con centro en O y radio “a”, tó 
mos la circunferencia €. 


e Notamos que O es excentro, se cue 
ple : 


mxXCAO =mxXBAO = 26” y 
maxTBO = mxXOBC = 55” 
al AABC : 52° +x =1109 
> AAS. 


Clave Mi 
RESOLUCIÓN KEA 


e C:Circuncento => DC=RC=AC $ 


e ARCA : Isósceles 
=> mM<CRA =m<CAR = a 


Pobre. ee ettette ttt ttt 










JRIAL CUZCANO 






i Por el teorema 9.4 : 
SS mxXORD=a y mĒ<OAD =a 

= ADCA : Isósceles 

=> máCDA=a+B 

Por el teorema 9.4: mxRDO=a+B 


ACDR : Isósceles 
=> a+x=a+P+a 
389 
x=38" 





Clave 






IESOLUCIÓN EZ Y; 





Trazamos BN LAM 








CAER EVACOIEPLEFICLIFIELIIIIIFIIII III rr rr EO 





PUNTOS NOTABLES 


e ABNM =AMHC (ALA) 
=> MN=a y mzxMBN=8 


+ Se observa que BN es altura y 
bisectriz 


=> GN=NM=a 
e G: Baricentro de ABC 
> AG=2(2a)=4a 
x = 6a 
Clave ZE 


RESOLUCIÓN KE 


A 12 M 12 
n a 


e Sabemos que la mediana de menor 
longitud es la mediana relativa a la 
hipotenusa. 


e A: AM=MC=12 = AC=24 


e [MABC: Teorema de Poncelet 


=> atb = 24+2r 
32 (dato) 


r=4 


Clave LB] 
RESOLUCIÓN 


e Por ángulo inscrito : mNP = 2x 


e mXNBP+2x=180° (teorema de cir- 
cunferencia) 


=> m<NBP =180° -2x 
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GEOMETRIA. 





e Æ ABC : Teorema de Poncele! 
=> a+rtA+a+ + Mm= MA +b+ 44 mt 


Z2(a—b) = 2r 
TEE 
f 
r= 





RESOLUCIÓN KE 


Circuncentro del AADC 
aE 





e |: Incentro 
=> mZABl = mxXCBI = 1809 —2x 


e AABC: x+360°-— 4x + 60” = 180° 
x = 80° 





Clave 
e Como AB=BD=BC=!/: 
=> B: Circuncentro de AL! 


e Por teorema fundamental : 


máCoL== =0 


o En D” + 304+09=180" = 04M 
30 - 29 = 45° 


Clave 4 





RESOLUCIÓN KAA 


e Se observa que el AEFD es el trián 
gulo órtico de ABC. 


e Por tangentes : 


En %: BD=a, AD=AE=n y 


MP=ME=b+t 
e H: Incentro del AEFD (Teorema 11 M 


=> mAXDFH=mXEFH = 0 
mxFDH=mXxEDH = u 


En 6, : BF=a+t, MG=b y 
CF=CG=m 


PEPE AAA 









CUZCANO 


Por ángulos alternos : 


Por el teorema Ax: 

AFMH : MN=NH=a 

AHDQ : HP=PQ=b 
MQ = 2(a + b) 


SOLUCIÓN KNEE 








Se sabe : 
AABC : 


Por ángulo exterior 
=> mZBCL=2a+0 


Isósceles 


APQC : 











mxXxFHM=080 y mxDHO =q 






=> mxPQC=mxQPC =at 


Clave /€] 


maXBAO = mxCAO = (q 





PPPROEPIAILILALIILILAIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIrIFIIIIIIIIITITZA 


PUNTOS NOTABLES 


o: ar0=x+ a+ 





Sabemos que el punto medio O de 
AC es el circuncentro del [MABC. 


Por teorema fundamental : 


mXAIC = 90°42- = mXOIC = 45° 


Luego prolongamos Al hasta S, tal 


que: m< ISC = 90° 
OI : Base media del NASC 
=> Al=IS=n 


NISC : Notable = IS=SC=n 


NASC : Notable = másac => 


NABC : Notable 

> AB=3k, BC=4k y AC=5k 

Teorema de Poncelet : 
3k + 4k = 5k + 2r 


Perím. Dance ~” 12r 


Clave ZC] 
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y Kf 


GEOMETNÍA 








e Sabemos : 
mAE = mEC = 60" 

e Por teoremas fundamentales 
mxAOC = 180-609= 120" y 
mxADC = 2(609) = 120° 

e DAODC:Inscriptible => mxOCA = 17 

e NBLC: m<BCL = 30° 

e ®BCNE : 30°+42°+x = 90° 

x= 18° 





Como el triángulo es isósceles 


Clave mM 





=H, B y G son colineales, además 
HG 1 AC. 

NABM : Notable => BM=6 

G : Baricentro => BG = 2(GM) = 4 


RESOLUCIÓN NYA 


H : Ortocentro => AL es altura 
AABH: Isósceles => BH=12 
2 x=16 





e H: Ortocentro = BL es altura. 
e BALB: mZABL=90°-(ßB+ a) 


e Por el teorema 9.1: 
mxXOBC = mxZABL = 90°- (p + (1 ) 


e N BLC: 
x +90°-(B+@)+ PB = 90° 


x= 


$990 009000900000%94940999 e a i a e a a a a a a a a a a a a a a O Oe ee eee 





Clave /C] 





SOLUCIÓN EF” 





Del gráfico : mxBCI=mxACI= «a 
- MAIC = 90° + 


9 (teorema fundamental) 


Por teorema de circunferencia : 


ASMI : 90°45 


Nim 


OLUCIÓN Kar 


PEPA RARAS 





BL: Diámetro = mxBAL = 90? 
DAMSC: Inscriptible 
=> MSCA = mxSMB=«0 


Por ángulo inscrito => mxBLA=au 


OAMNL : Inscriptible 
*. x=390" 


Clave /D] 


RESOLUCIÓN ET 





OSBF y O,TEQ: Cuadrados 
=> BF=m y TE=n 


Por teorema : DL=TE=n 
DF=DL=n 

Se observa: x= m>+n 
Por dato: m+n=10 


x=10 


Clave_/D] 
241 











e O : Ortocentro 
=> 0+0a=1809 


e C : Circuncentro => 9 = 2a 
e De (I) y (I): a=60° 


x=9004 E 
2 


x=120° 


e |: Incentro => 


Clave 4€] 


RESOLUCIÓN 


.. (1) 


.- (II) 





e Como l es incentro, entonces : 
mxXBAI=max4CAl=a e 
(inradio) 


242 


IL=IQ=r 


PrrrrIRRLIRIIIIIIIIIIIILI III rr AI M?S. 


Aa 
cozca aa  Á — 


GEOMETRÍA 


NAID : mUD = a 
DMAQI : mxAIF = 90% +0 
ID : Bisectriz del XLIF = Ib-=1 
QBEF : Rectángulo => x=2r 
IMABC : Teorema de poncelet 
=> a+b = 26+2r 
34 (dato) 
. x=8 


Clave_/Mi 


RESOLUCIÓN KE] 





Incentro de ABC. 


Sea |: 


00 
mAZAIC = 907 4 5 


= mgAIC = 135" 


AAFDI : inscriptible 
=> mAXZFDA =mAFIA = 45" 
mAXFIA + mZAIC = 150" 


= F, Iy C son colineales 


Por teorema : 


Como 


En forma análoga : 
= A, ly G son colineales 
Por ángulo inscrito : 
mFG = 2(m4FCG) 
. x= 90° 


Clave A 





















RESOLUCIÓN ET] 








| Prolongamos AB hasta S, tal que 
CS//MP . 
_ PM :Base media de AASC >SC=6 
| Trazamos BL//PM 
AMNP = ABNL (ALA) 

=> PN=NL=2 y BL=3 


BL: Base media de PSC 


=> PL=LC=2f* 
L: Baricentro de MBC 
> LQ=3/2 y 


MQ=0QC=9/2 (Ax) 


x=18 
Clave /A 


'ESOLUCIÓN EF 





e Dela observación TA es bisectriz ex- 


> 

> 

> terior de ATCH. 

E e E: Excentro del ATCH 
+ AX — 

as = HE: Bisectriz exterior 
¿ * mXLHE=mxTHE=70%+x 
A 

Le 

> 

+ 

> 

+ 

o 


e x+70%+x = 902 


x=10* 


Clave /B] 





e Por ángulo inscrito : mAT = 20 


e Por ángulo semiinscrito : 
mAXSTA =0 


m<STA = m<ATH = 8 


RESOLUCIÓN [73 














¿3 
» Se ubica B' en Y, tal que 


AABC =AAB'C => AB'=B'C=£ 


ACB'D : Equilátero 
= mX4CB'D=60% y B'D=f£ 
B'- Circuncentro de ACD 


> macap= L - 300 


RESOLUCIÓN 





e Trazamos CS, tal que mxTCS = 30° 
Incentro de BCS 

=> mĒ<CST = m<TSB = 35° 

e CTSA : Inscriptible 


GEOMETAÍA 


* RESOLUCIÓN AJ 





e Sea “x” inradio del triángulo ABC 
e Por el teorema de Poncelet 
A APQ: a+c+i=0+4+2, 
IMNMC:e+b+d=m+n+2, |H 
A TNQ: Á +2, = ¿+1 

a+b+c+d=2r +21, —2r, +m +n+/ Mí 


e En MMABC: Por t. de Poncelet. 
a+b+c+d=!+n+m+2x  .. (1) 


e Reemplazando (ll) en (I) : 
l+m+n+2x=2r +21, —Zr, +M nef 
x=n FET 


Clave / 1) 
RESOLUCIÓN KATE] 





MAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 











Por teorema fundamental de incentro: 
mxBIC = 90° + 5 


RESOLUCIÓN Ni 


mNP =x (ángulo inscrito). 


+ Por teorema: x+90°+5 =180° 
x = 60° 





Clave /B] 


e Como: mxXBDA = 2(mxBCA) y 
mxXABD = 2(mxACD), 
por el criterio = C : Excentro de ABD 
e BC: Bisectriz exterior de ABD 
=> mXLBC=mxCBD = 60° 


e ABSC: x = 60% + 172 
t= 77° 


ESOLUCIÓN KE 


Clav 





Se ubica el incentro I del AABC . 


De la observación : 





M, C e I son colineales lo mismo que 
PDel 


) Por ángulo central : mxCID = 2x 
e Por teorema fundamental : 2x =90°+ $ 


X =45°4+? 
4 





Clave ZC] 





e Por definición : 
mxABE, = máXDBE, T y 


maxCBE, = mx£E,BD = B 
e BC//AD = mXBAD= 180" — 2(a + f) 
e AABC: Teorema fundamental 


> mE. Atp) = 90 —a-p 


a a a a a e e e a e e A e A e e e e e e e A e e e E E EE EEE EEEE EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEET. 
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CUÉCA NO 





GEOMETRÍA 


e AMEH : Isósceles => m<EHM “fi 
e Como m<EHM = mxNHC =f} 





e ABLE,: 
mAXE,LE, = a + B +90°—a -fp = 90° 


M, H y N son colineales 


RESOLUCIÓN 


=> EL: Altura del AE BE, 
e Del mismo modo : 
E,Q es altura de E BE, 


D : Ortocentro de E BE, 


Clave /C] 





e [MABC : Notable de 379 => AC=ħ 
e [MABC : Teorema de Poncele!t 
=> 3+4=5+2r => r=1 


e Por el teorema: x=r42 
x=y2 
Clave Mm) 





RESOLUCIÓN AWA 





e Por el teorema 9.5: 
HL=LF=c ; HP=PD=a y QH=0QE=b 


e AHFN:  Isósceles 

=> m<FHN=m<HFN = a 
+ Por ángulo inscrito : m4ACD = a 
e ADHC: Isósceles mxPCH = a 
e ¡MHNCD : Inscriptible 

=> mA4NHC = mzNDC =B 
* Por ángulo inscrito:  m<FAC =ß 
«+ AADM :  Isósceles > mxPAD =ß 
e Por ángulo inscrito: m<DEC =ß 


AAA AAA AAA AAA ES 
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l:  Incentro de ABC 
Ea, E, y Ec son excentros 
=> l: Ortocentro del A E, E, Ec 





e H: ortocentro = BL es altura de ABC. 
e MħABL: 120%=90%+mxLBA 
=> mAxLBA = 30° 
e Por el teorema 9.4: 
mxXCBO = mxHBA = 309 
x=1009 
Cla 





RESOLUCIÓN ENYA 


e AMNL : Paralelogramo 
=> MN=AL=a y NL=AM=b 
e MNCL : Paralelogramo 
=> LC=a y NC=ML=c 
+. MBNL : Paralelogramo 
=> MB=b y BN=c 


e Se observa M, N y L son puntos 
medios. 


. | Proposición 
Como el baricentro pertenece a la 


mediana por lo tanto el baricentro 
se encuentra en la región interior. 


Clave 4B] 





e Sea “r” radio de la circunferencia de 
los 9 puntos del AABC , 


R circunradio y O circuncentro 





RESOLUCIÓN Er 


e Por teoema: r= 


“n| 


e Por teorema 9.6 : 
e AOMC : Notable > R=6/2 


.r=34/2 





PAFAAIAIAIIIII III 


Clave ZE 
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E EEE KK AAA e 


GEOMETRÍA 





A. 
UZCANSQ 
'ESOLUCIÓN N°78) A e O: Circuncentro > AO = OC=6+ / 


> 
* e Por tangentes: CN=CQ=2f+6 


DMABC : 


102 + (10 +20% =(12+21) > 1 =7 








* NINO:  x2=4?%+7 
> 
e 
> 
> 
s 
+ 
> 
$ 
% 
> 
+ Por el teorema A>: + 
+ 
NAEH : EM=a y mAXMEA =0 A 
NBEC : EN=b y mNEC = > 
* AADC: a+p=90° > 
* En“E": a+x+fP=180" ; 
> 
x = 90° > 
Cla > 
e 
E 
ur s + 
RESOLUCIÓN AE) > 
> 
< 
> 
& 
è e ABCD : Teorema de Pitot 
>. => a+c=b+d > b+d=83 
ti ad 
> 8 
> 
+ # 
> . Perím. mapeo =a +0 +b+d 
+ 8 
> 
4 . Perím. ~ Agcp =16 
+ . 
e Se observa, BTIQ : Cuadrado > Clave /U] 
. «e 
+ Por tangentes : AT=AN=6 , 





PUNTOS NOTABLES 


EDITORIAL CUZCANO 








A A 


UCciOnario - 
A A A ES A 
sz E A o ETS 


a LAN Se mes 
| (Ye Se 
ree 


RESOLUCIÓN REAA 


e UbicamosF en AD, tal que BF L AC. 


* Ubicamos S en BC , tal que : 
SC=b = BS=a 
AIQC = AISC (LAL) 
= mAXZQIC =m<SIC =90 


APBI = ABSI (LAL) 
=> mxXBIP=mXBIS = 8 


Men “I” : 
0+0+0=180% => 0=602 





e DMABC: AM=MC=a 
e AAFC: FM es altura y mediana 
= FM es bisectriz. 
e ABFC: BD es bisectriz interior y 
FD es bisectriz exterior. 


e D:  Excentro del ABFC. 


e Finalmente por teorema fundamental 
de excentro : 


Por teorema fundamental - 


mXZBIC = 120°= 909+ 





X= 09” 
s x=60 á 
E E ad 


Clave 


AAA EELEE ELEELE RTT TTITE EESTEC TEEST 


Clave /B] 
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A 
CUZCANG 
RESOLUCIÓN REE 





e H: Ortocentto => AD y CE son 
alturas. 


e ¡MAEDC : Inscriptible 
=> MACE = mXADE = a 


e Por ángulo inscrito : m<QBA = a 
e XPBDA: mxEAD=0 
e [MAEH:  0+20=900 

. 0=30" 


RESOLUCIÓN RATA 


EPIA 


















GEOMETM 


I:  Incentro del A ABP 
=  mXABI=mxIBP = _ y 
m< BIP = 909+ 5 = 120° 


DIBOP : Inscriptible => mxICP=? 


En XMBLC : mZMBH = > 


O : Circuncentro 


=> AO=0C=R y mxZAOC = 24 
Por ángulo inscrito : mOÓM = 2| 
Por ángulo semiinscrito: mxMOC -f 


En N AOM : B+28B=90° = |) - UM 
2x = 90° +30° 
” x= 60° 


Clav 


Tn — 


OLUCIÓN EE 
): Centro de ABCD > BO=0D=n 














(ángulo alternos internos). 


—3 
e Bl: Bisectriz del <PBL > IP=IL=7 


e Finalmente HBLQ es un rectángulo 


h=11 


Cla 


RESOLUCIÓN NET] 


Baricentro del AABD 
= DN es mediana 


ángulos alternos internos 
=> mALNA = 20 


observa que el ANBL es isósceles 
=> NL =£ 


AABL:  AN=NB=NL= 4 
x = 90° 





Clave 4E A 
e ACB:  mxBAC=90*-x 
e Trazamos CM, en el [y ACB por el 
teorema Ax: 
CM=a =  mzXxMCB=x 
(ACBM : Isósceles) 


'OLUCIÓN ENYA 


; 
f 


Eo 


-1Q=4 (inradio) 
-máABl = mxIBC = a 


Por ángulo semiinscrito : 
maxPBA = má4BCA =P 


a Como mXZMBC = m¿MEC = x, al tra- 
zar EB el A1MBEC es inscriptible 


=> m<MCB=mxMEB=x 


e Finalmente, por teorema fundamen- 
tal : 


90° —x 
2x = 90° -| =—— 
e) 


x = 30° 


erro oa. n PLOPLIELIILICLIIICIACIAIAAIAIAAAAAAAIAAIAAAAAIAAAIAAAAAAAAAAAAAO A e o e ee 


Clave /C] 
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'ESOLUCIÓN [NET] RESOLUCIÓN ATA 





Ubicamos los ortocentros H, y H, de 


los triángulos ABD y BDC respectiva- 
mente, para lo cual trazamos alturas. 


NALD : m<ADL = 30? 
ADOC: mxQDC = 30? 


e Al trazar la altura BM en el AMI. 


DM es altura del triángulo equilátero 


=> H,M = MH, = 


Notable => ND =- 





OOO SVETE TTT TITATEA LLLE ALAA a i diaaa a ts 


GEOMITAIA 





Circuncentio 


DAPQC : Inscrito 
=> m4PAC=mxPQB = 0 


por el teorema 9.4: 


mxABM=mx0OBC =Q 


DMDABM: @œ+0=90° 
ABSQ : x=0+90 
.” x= 90° 





Clave i] 





Z7 ABCD : m<BAD = m<BCD - «1 














): Centro del Z7 ABCD 

De AC, AO=0C=m y QO=0S 
UM y QO son medianas del AAQC 
P es baricentro del AAQC. 


br teorema fundamental : 
PQ=2(0P)=4 


Pero QO=0S => SQ=12 


observa que ABSQ es un trapecio 
Inósceles 
 x=12 


Clave AD] 
SOLUCIÓN REP 










"b 


YA 





Q 
te 
GE ls 30-760 E 
P 


Como I es incentro : 

m<BAI = m<CAI = 159; 
m<ABI = mxCBI = 45° y 
mxXBClI = m<ACI = 30° 


AABI : Por ángulo exterior 
=>  m<AIP = 60° 


/APIQC : Inscriptible 
=> mXICQ=mAIPOQ = 309 


AAPI: Por ángulo exterior 
=> 15% +60%= 309 +x 


x= 45° 


Clave /B] 





PODIA IIA IRA AAA 


PUNTOS NOTABLES 


RESOLUCIÓN ESE] 





e Se traza CM tal que : 
mZACM = m4MCB = 40° 


e DAMCOD inscriptible : 
=> mX4AMD=x < y 
mxX£DMC = 64° 
e En ACMB : mxMBC = 24? 
e Mes incentro del AABC . 
e AAMB': Por ángulo exterior. 
x = 24° +26° 
x= 50° 


Clave /A] 





RESOLUCIÓN KT] 











A. 
-——— A 


e. H es ortocentro del APBQ e IMEBA: EN es bisectriz interior Y 


=> PL y QD son alturas 90° 
m<ANB = 30° + => 

Entonces por el criterio 8.3 N mi 

incentro del DEBA, además x øs ul 


inradio. 


e Por ángulo en los triángulos DHP 
y HLOQ: 
=> mgDPA=90°+0 y 
m<LQOC = 909 + 0 


e DMENL: Notable de 45”. 


e AABP = ABQC (LAL) 
=> AB=BC=m y 
mxBAP = m<QBC = a 
e DMALB: 
mZABL = 90%-a => mxABC = 909 
e DMABC:  x+x=90" 
^ x= 45” 


Clave ZC] 
RESOLUCIÓN KE] 





+ DAEBO : Inscriptible e Se observa: x=m-+n 


= mZAEO = mxOEB = 45° 
e Sabemos : m<ANB = 135° 


e Por el teorema 7.4 en los triángulos 
ABN y BNC : 


mxXPON =n y mXNLO = m 


erre rrrr rr rr rr rr recreo? 
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Por teorema fundamental en AONL: į * Pero, AB=BC =., AB=4+a 


mxXONL = 70° + + Por tangentes : AQ=AT 
Como OP//LQ , por propiedad : j > 4+a+4=x+a 
m+n = 70° E ^ x=8 


x=70" Š 
Clave /D] + 
+ RESOLUCIÓN NET] 


e 














| Al trazar € y %,, por teorema de 


> e  Irazamos las alturas BE y DF. 
¡Circunferencias secantes: BN LOL | + e IMBFD: mxBDF - 200 


= El ortocentro H pertenece a SN , + Como ABCD es un paralelogramo 
=>  mXZEBC= mxFDC = 90° 
¡ESOLUCIÓN EY, + e ¿AHBCD : Inscriptible 
| Te $ => mM<BCH = 20° 


> * Luego, por ángulo inscrito : 
a x =2(mxPCL) 
$ “. x=40° 


. Clave ZA) 
' RESOLUCIÓN [ET] 





Trazamos la circunferencia exinscrita A 
E. jà 
Sabemos : ' 


BQ=BH=4 y HC=CT=a 








5 As 
CUZCANG 
+ EnTsABC: Al y Cl son bisectrices. > RESOLUCIÓN 


e CM es altura y bisectriz del APBC ł 


GEOMENÍA 








=> BM =MP 
e AN es altura y bisectriz = AN es s 
mediana. ; 
e MN : Base media del APBQ 
= PQ=16 





e Se observa que el APBQ es isósceles A 
BC=PC=1 r ' 
y ii e Se nota que la intersección (E) de Ad 

e AABO : Isósceles 
=> AB=A0Q=16+n 
e [MABC : Teorema de Poncelet 


=> 16+n+16+m=n+16+m+ 2R 


< R=8 


y la perpendicular a AF, trazada poi 
F es el excentro del AABC. 


e DEJCF: Inscriptible > m<JEC =J 


e Por teorema fundamental de excontr 


els «de de 


e «e de Le 





1008 
Clave /B] ¿Do > 
x= 50 


RESOLUCIÓN KA] 


C 


El Ortocentro del APQR 
49 











Circuncentro Ortocentro 
del AABC del AABC 


Porro ro rr rro e oe.aoooprs.”s 


e (O: Ortocentro del APQR 6 
on pe de 
=> QM y RL son alturas + 
e (O: Centro del cuadrado ABCD vt F 
=> AM=MD=2 y QO=0M=2 + 
+ + Por teorema fundamental de circun 
e AQMP : Notable = 09=14" $ centro: : 
+ Ol = LX (1) 
e [MOMR: Notable > 2+x=8 + 
> œ Por teorema fundamental de ortocen 


 x=06 


tro : 


Clave /C] A 20+x = 180° (i 









ITORIAL CUZCANO 


| Reemplazando (I) en (Il) 
2(2x)+x = 1809 
x = 36° 


¿SOLUCIÓN FATE 


+ 
+ 


Clave £D] 





H: Ortocentro del AABC 
=> BQ y CP son alturas 


DPBCO : Inscriptible > mxPBO = x 


O : Circuncentro 


> BO=AO=R y mxBOA=2x 
* ABOA: x+x+2x=180* 
x = 45° 


RESOLUCIÓN ETT 








«e 


¿EDI 


Proc ro.ooo”s 





RESOLUCIÓN ENTE] 


PUNTOS NOTABLES 


B, O, H y M son colineales (teorema 
12.6) 
=> mzABO=x 


Se observa mxHAM =x 
O: Circuncentro 

> AO=0B=R =  mxBAO=x 
DCMABM: x+3x=90° 


ZA 
2 





X 


Clave /A 








Como P es ortocentro del AABC 
=> mBAP = mxBCP = 60 


Pero, «a +0=70° > mxABL=20* 


Como P es circuncentro del AMBN 
=> PM=PB=R y mgBPM =2x 


AMBP : 20°+20°+2x =180° 
x= 70° 


Clave /B] 
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ENEE KK > 





HA 
DEAN AAA GEOMETRÍA 


'ESOLUCIÓN N° 106 * e Al trazar AQ, se observa que d di 





ortocentro del AAQC . 


e Luego ubicamos el circuncentro Oy 
trazamos OM LAC. 


e Por teorema (9.6) : OM=3 
. OC=00Q=345 (circunradio) 


copo poro o e 


e QOMN : Paralelogramo 
x=345 





Clave C| 


e Se ubica el circuncentro O del AABC. 


e Luego trazamos OM 1 AC 
e Por el teorema 9.4: AM=MC= £ 


e Por el teorema 9.6 : OM -5 =1 


RESOLUCIÓN KATE] 


e AOMC: Notable 
=>  mzx2MOC=457 


+ Finalmente por teorema fundamental: 
s x=45" 





e Trazamos OM 1 BC (Me BC). por el 

teorema 9.6 => OM=R/Z. 
.« AOMC : Notable => mxXMOC - 011 
e mxBOC=120*, entonces por ángulo 


inscrito: mxXBAC = mic 
x = 60° 





Clave ZNI 


ESER EL Y FE A AI ada aaa seres” 









IRIAL CUZCANO 
lESOLUCIÓN UE 


aB 
Incentro 















ı Por el teorema 9.1 : 
Sabemos que el incentro l y el 
excentro E pertenecen a Y. 


T NITC : Notable = Cl=2r 
NECI : Notable 
x=4r 


Clave /C] 


SOLUCIÓN N 


Incentro 
del A BHC 


a 5 C 

I 1: Incentro => m<HBI= mXIBC = 0 

E: Excentro > mxLBE= mxEBA =ß 

 máABC= 90%=0+0 +0 

TEn “B”: 180%=0+B+8B le 
-270%= 20 + 2a + 28 

=> 0+0+P=1350 








de 


AAA AAA e AA e e d A A 


Pess 


e me e > $ does 


PUNTOS NOTABLES 


e Se observa: a+p+0=x 


t= 135° 


Clave /D] 
RESOLUCIÓN ENTE 





A 
e Por teorema de circunferencia : 
AM=AQ=m y BM=BN=?f 


e Se observa que BMEN y AMEQ son 
trapezoides simétricos 


=> AELMQ y BE_LMN 
D es ortocentro del AMEF 


Clave ZA] 
RESOLUCIÓN [RNE] 





e AAPQ y APQC : son isósceles 
=> mZPAQ = mxPQA =P 
y  mAXLBC =mAxLCB=«a 
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Las 
cUZCAN 


» ABPQ: —2a+28+60”= 1800 + RESOLUCIÓN NEU] 





GEOMETHIA 





=> a+p=60" 


» Por ángulo exterior del APQL 
=> m<QLC = 60° 


» APBQL : Inscriptible 
= mPBL=B y m<LBQ=Q 


e AABL : Isósceles = AL=LB=R 
e ABLC : Isósceles => BL=LC=R 


L circuncentro del AABC 


Clave_/B] 





e Se nota B, I y L son colinealos 





RESOLUCIÓN [NTE] 


e a+a+p+pP+0+0=3607 
=> a+p+0=1807 


e Por ángulo interior : 


x SHE => xz=90°” 


e Del mismo modo MC LLN 





e D : Circuncentro del AABC 


s DA=DB=DC=? I es ortocentro del AMNI 


Clave A| 


e Por ángulos alternos internos 


=> mX24DAC=mxZACB =0 


RESOLUCIÓN KATE] 


e AADC : Isósceles => mxDCA=0 


e ABCD:  Isósceles => mx4DBC=20 
—> > 
e Como CA y DA son bisectrices de 


4¿DCB y BDL respectivamente. 


A : Excentro del ABDC 


Clave JE] 





roo ro. rr rene no eo CRoenoororperPSraonporso. por .eponm«¿Pp RR cpreoCnop$ po + oo.” 









TORIAL CUZCANO 


"¡Sabemos que la recta de Euler ($) > RESOLUCIÓN KV] 


contiene al ortocentro, lo mismo que 
dicho ortocentro pertenece a AD, en- 
tonces L es ortocentro. 


PUNTOS NOTABLES 





Luego trazamos OM L BC, por el teo- 
rema 9.6: 


OM =— =8 
2 





AOMP : Notable de 37° y 53° 
x=10 


e Por el teorema de Poncelpt : 
MABE : Á +x=Å+2a 
NBCD: K+x=¥ 42 IH 
NBDE: ¿+ =m +ħ+2b 
2x = 2a + 2c + 2b 


x=a+b+c 
Clave 


Clave £B] 


RESOLUCIÓN KT 


RESOLUCIÓN KT] 





* Sea O el circuncentro del AABC . 


Herrero rrrrr rr AAA AA IA A 





e Por el teorema 94: OM LAC > 
* ¿7PHOM: Paralelogramo . 
“o 

=> OM=4 + 

«e 

Lo 

* Finalmente por teorema 9.6 : : 
x=2(4) z 

Le 

x=8 Le 

$ 

Se 

«> 


Clave_/A] 











Laa 
UZCAN 





GEOMETRÍA 





e (1)+(11)+(111) : 
2(m+n)=2(R+r) 


Por ángulo inscrito : mPT = 2x 


Sea OD=m, entonces el radio del arco 


es m+5 > OB=m+2 e Pero m+n=10 (dato) 


- [(3ODAB : Teorema de Pitot R+r=10 


> m+2+2=m+f 
=> f=4 


Clave /0) 
RESOLUCIÓN KA 





» DMABC: Notable > mxZACB = 537 


csoeprrrrrr nero?” 


e Por teorema de circunferencia : 


“e 
2% + 53%= 1800 é 
EA 
Opoj A 

2 


e 
$ 
2 
Clave Z E] $ 
4 
è 
$ 





e ACDP: Notable de 45° 
=> CD=DP=£ 


e TOSD : Cuadrado = OT=TD =» 
e MABCD : Teorema de Pitot 


pa 
“o 
Zo 
L 
Da 
+ 
e 
+ 
> 
> 
pa 
Le 
PA 
> 
E 
e 
+ 
> 
p => 10+=6+m (1) 
e 
«e 
> 
-> 
> 
de 
> 
> 
> 
ee 
«e 
“e 
e 
> 
o 
> 
> 
Lo 
e 





e IMPBQ: Teorema de Poncelet 





e IMOTP: Teorema de Poncele! 


=> m+n=(+2r M1) > x+x+!=m+2y (11) 


ə IMABC : Teorema de Poncelet 


> m+a+n+b=c+2R (1) 


(1) — (1: 10 -2x =6-2y 


. x-y=2 
e /MAPQC : Teorema de Pitot 


Clave ZAl 


=> c+f=a+b MU) 


























JRIAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 
ds En eS == E ER SE ES na OS o POSE A Sy A a DES Al AE j 

A s Sa A 

30 ucionartio o 

hn NS sas 


5 A A A AS 
=> CEA IA RIA Pe 


Semestral 


RE LO Intensi 
RESOLUCIÓN NSF 








e Por teoremas en la circunferencia : 
BP LPA, BQLOC, 
m<PAB = m4BAC = Q, 
m<ACB =mxBCOQ=B y 
m<APQ = m<PQC = 0 


Sea mED =0. > mBE =0-0 


Por ángulo inscrito: m<BLE = 2% e DMAPQC: 
< w+ w+ +a +B +B = 360° 
a => 0+0a+P=1802  ... (1) 
Por ángulo exterior : mxBCF = -—— 
2 e AABC: 0+a+PB=180%  ... (11) 


Luego el OLQEC es inscriptible e De (I) y (Il) : 


(w=8, con lo cual nos damos cuenta 
que el AAPBD es inscriptible : 
=> mZADB=90* 


=> m<QLC =m<QEB=ß 


En Ee: PB+PB=180% => PB=90* 


Finalmente AE y BL son alturas e Análogamente: mxCEB=90" 


e Luego AD y CE son alturas del AABC 
Q es ortocentro del AABC 


L es ortocentro del AABC 


Clave /C] 
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coros ora roror nor rro rpoonmemP+orronmororroprrrronpor +, 


Clave 








La 
CUZCANE 


RESOLUCIÓN MEFE 





+ DDABF=ISBCE=ÍSADI (LAL) 
= mzxBAF=mxXEBC=mAlIAD = al 
e ComoO: Centro 
= mAXZBAO = m<OAD = 45° 


Con lo cual se observa que AO: 
bisectriz interior del AAJN. 


ə AIEN, se traza la altura NS, con lo 
cual se observa : 


mAXSNE = m<SNI = a 


e Luego AIEN ` 
isósceles => ES=SI 


e Como CS=SD : 


=> O, S y N colineales 


-~ O es incentro del AAJN 


Clave AB] 








> + 


ES EI L L L ELE ITS L E ai ta aaia naiai daa aada aaa ESO 





GEOM 


Por teorema de circunferencia 
mxXTQC = m<TEB = Q 


DQTEC: Inscriptible 
=> mZBTE = m<ECQ * Ú 


mxXBDE =8 (Por inscrito) 
DADEC:  Inscriptible 

=> mxADC =mxALC + | 
MDBEP: Inscrito 


> m£PDB=mPEC + | 








En “D”: PB+fP=1808 


=> PB=90", con lo cual AE y OR 


son alturas. 


P es ortocentro del AAN 


Clave AMi 


CUZCANO PUNTOS NOTABLES 





SOLUCIÓN KAT 


PE." 















21,20 





e PLOC:  Inscriptible (dato) 
=> mAZPCO=0 


Ali - a 


FS A 
E RS 
S 


Por ángulo inscrito : 
mDE=28 y mAD=2a 


e APOC:  Isósceles = mxXPQC=0 
e DABPO : Inscriptible => mxPAQ = 0 


e Luego, se nota que AP es bisectriz 
del triángulo isósceles ABC = AP 
es altura. 


e DQLPC : Inscriptible 
=> mLZLQA = 908 


Por ángulo semiinscrito : 
m4ADB=P$ y mZEDC=ß 


o emi ==, 6 
razamos BILAD y CS_LDE 


/ AABJ= ADSC (LLL) 
=> mMm<BAJ = m<SDC =B 


L es ortocentro del AABC 


Clave /D] 
RESOLUCIÓN EN Py] 


Por ángulo exterior : 

AAPC: PB+0=0 

AABC: 28+mxACB=20 
=> MACB = 2% 


P: Incentro de ABC 
Clave ZO] 
¡SOLUCIÓN KO 
l En “B”: o0=B+0 


~ AABL : Por ángulo exterior : 
mXBLP =P+0=0w 





AAA AAA AAA AAA AAA AAA AAA AAA AAA e a a a E a 





GEOMENNÍA 





> > de a 





EEEE EEE E 


+» ABCD : Rombo 
=> BO=0D=n y mxCOD=90* 


e BCEF : Rombo 
=> BO,=0,E=a 





e Por ángulo inscrito : 


9+x, +x, =160" (1) 


e MO1:Base media del ABED 
=  MO1//BD 


e Entonces al prolongar OC, nos da- Eng: 0+0+x,+x,+0= 360° (1) 


mos cuenta que OL es altura. 


De (I) y (II): —x,+x,= 60° 
e ACED : Isósceles => mxXCME=90* 


e 001: Base media del ABED x=30 


=>  001//ED 


Clave / ii) 





e Luego al prolongar MC , nos daremos 
cuenta que MK es altura. 


RESOLUCIÓN [NA Pr] 


- C es ortocentro del ABED 


Clave ZA) 


RESOLUCIÓN KA PX] 








e Sabemos : X= (ángulo interior) 


e IT=IQ=IS=r (r: Inradio) 
e Por teorema de circunferencia : 
AM=AP=NL= f 


=> mAM = mAP = mNL =0 





Porro rro rro rr ro rPornoerrorrrrorrrrrrporrSprorronrermro..s 

















JRIAL CUZCANO 


- Por teorema de circunferencia : 
mxX¿APO = mxOPB = q 
m<BQO = mx0QC =B 
PA=PB=a y QB=QC=b 


* ABPM= APAM (LAL) 
=> m<BMP=m<xPMA = 0 


Al prolongar BM, nos damos cuenta 
que MO es bisectriz exterior del 
ABMN. 


-Análogamente, NO es bisectriz exte- 
rior del ABMN. 


I Luego O es excentro del AMBN 
> X=y 


=1 


Elx 


ESOLUCIÓN EE 
B 


) 
ro 





H : Ortocentro 
=> m4HAC=m<xHBC = 20° 
Por ángulo inscrito : mHL = 40° 
De la observación : x +40°= 90° 


EE E A- 


Clave /E] 








AEREA AEAIRAIECIIDESIESICAICIIIESIIICIEIIIIIIIIAAIIIE III 


A ad 





RESOLUCIÓN JNSEJI 


A —? Hm M 





N 
—— l —h x 


PUNTOS NOTABLES 





H——— £ + m — 


e Por teorema fundamental - 
mxXBDA = 2(459) = 902 


NAON : Por el teorema 
=> HN=HA=HO=?f 


e AM=MC=!/+m (teorema 9.4.) 


e HC=m+f+m=!/+x 


x= 2m 


Clave /C] 


RESOLUCIÓN JNE 


e Como H : Ortocentro 
=> mxBAH=mxBCH=u 





AAIE 


GEOMETRÍA 


RESOLUCIÓN REE] 


> > o 





—> 
e Se observa que AE bisectriz interio 
del AABC, además: 
mxXBEC = 909-3" 


= FE: Excentro del AABC 
(criterio 8.9) 


e Por ángulo inscrito: mxBNH=a 
e Como mHBN=90% = HN=RY2 
e AHN:  Isósceles = 6=RyY2 

. R=3V/2 


Clave_/D] 


—> 
e BE Bisectriz exterior del AABC 
=> m<EBC=8° 


e ABPE: x=8+57 
. x=13° 


Clave / 1) 
RESOLUCIÓN KAEA 





DI 532 >>, 
2£ 5 
539 
e [MADM: Notable => m4ADM==> 
e Prolongamos DC y FH hasta que se 


corten en $. 
e Porel teorema recíproco “As: SC =2f 
e AHCS : Notable de 5392 > HC=12 


e O: Baricentro del ABCF, por teore- 
ma fundamental : 
Xx_2 
y 


ENESES PNS ITTTTYTTTTETTTIISETERLI AEE k rr rr AI? 





Clave 

























EDITORIAL CUZCANO 





e Trazamos AQ. luego por el criterio 
8.14: 


= P es circuncentro del AAQC 
= PC=/ 


* Se nota que el AQPC es equilátero 
=> m<QPC = 60° 


del : AABC > BP=2f 


* Como PQ=PC=PB= ?/ 
=> P circuncentro del ABQC 


* Finalmente por teorema fundamental- 
mente : 


* H: ortocentro => AL y CQ son alturas. 


* Se observa que AH=BO=b y AH//BQ 
=> ABOH-:es un paralelogramo 
> QH=AB=m 

* [SABP=ÍMQHC (LAL) 

x=10 

Cla 





e Por el criterio 8.13. P es circuncentro | 


PUNTOS NOTABLES 


+ RESOLUCIÓN [EY] 
H 





e O :Circuncentro = BO=0C=R 
mBOC = 2(70°)=140° 
=> mO0BC = 20° 
e ¡APBQOO : Inscriptible 
= mAXPBO = 80° 
e AABC: 70° +80 +x = 1802 
. x=30> 


Clave ZE 
RESOLUCIÓN NET] 





e DAPHOQ :  Inscriptible 
=> mX4PHM=mxPAQ=459 


e Como BPHD es un cuadrado, al pro- 
longar HM llega al punto B. 





FAN 
UZCAN GEOMETRÍA 





e Analogamente la prolongación de HN 





llega a C. 
e Se observa que BQ y CP son alturas ~ 
del AABC . + 
, x=90° H 
Clave /A] + 
y 
RESOLUCIÓN [EL] è 


e Por ángulo inscrito: mM<QLT = 32 
e MALHT :. Inscriptible 
= mgPLH =90° 
e Por ángulo inscrito : mPBQ = 180" 
=> x+116* =180* 
. x=64” 


Clave /C] 





RESOLUCIÓN 


Paso $ 





e Como G es baricentro: 


AM=MB=4 y AN=NC=4 
e Por teorema fundamental: GL=> =2Z 
e NALC ; (5) 2-5 
. x=447 
Clave /B 


RESOLUCIÓN KEN 


e H: Ortocetro = BT y AD son altu- 
ras. 


e ÍXMBTC : mxTBC= 32" 
IMADC : mxDAC = 322 


y 


error rr rre Por error repr rorrrrrroprrronporrrrorrr.?o> 
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EDITORIAL CUZCANO 


* Se observa que el AACE es equilátero. 


* Como: ED=BC=?/ 
=> mED=mBC=20 


e Luego, mCD=mAB= 28 
d (ya que mÉC = mAC = 60°) 


e Se nota: mCE = 60°= 2a + 28 
> a+p=308 


œ Entonces el ABCD es rectángulo. 


[Paso F: 





* Como ABCD: Rectángulo 
=> C es su ortocentro y el punto me- 
dio de BD (O) es su circuncentro. 


e Luego por el teorema Ax: 
x=7,5 


Clave ZD] 
RESOLUCIÓN ETA 


* Como H es ortocentro 
> A; H y H' son colineales. 
* Por el teorema 9.4. : OO' 1 BC 


=> o0' = =a 








A A E AA 





PUNTOS NOTABLES 





` 
a 3" 


e 


e Luego AMO'O es un paralelogramo 
(ya que OO'AM=a y OO'/ AM) 
=> MO'=R 


e ÍSMH'O: Notable de 30% y 60° 
^ x=30" 


Circuncentro 


e Se observa AOCO, es un trapezoide 


simétrico => AC 1 00, 





¿CAN 











GEOMETRÍA 
Por el teorema 9,6 : e Se nota : BHCD es un paralelogramo 
AABC:  OM=Ž = CH = 2x 
2 
e Perím. = 44 =8+2x +8 + 2x 
X ABCH 
AAHC ¿ O M = — 
: 2 x=7 
Se nota : AE =18 Clave /1] 
=18 RESOLUCIÓN KE] 
Cla 





Se concluye que AOCO, es un 


rombo. 





e Se ubica el ortocentro H. 

e MALH notable => HL=AL =b 
e Por el teorema 9.6: BH=2x 

e NBLC; notable=> 2x+b=a 


e Dato a-b=4 


Clave /C] 





AD: Diámetro 
=> mxABD=mxACD=90? 
OM: Base media del AADC 
=> CD=8 
ON: Base media del (“ABD 
=> BD=2x 
- Por el teorema 9.6: BH=8 


PIPLLLLPLLLLLIIIRILIIIILIIIIIIIIIIIRIIIIIIIIIrIrrrrr rr rr AAA 





12 








PUNTOS NOTABLES 





EDITORIAL CUZCANO 


e [SAHQ: Notable = AQ=6 


>< 


e Se traza la altura AQ y OM LBC. 


HQMO : Rectángulo > OM=HQ=n 4 * ABQC: Notable = QC=16 


Por el teorema 9.6: AH=2n x= 22 

7 CI 
Luego trazamos LN L AH Clave ZA] 
= ABQH=ALNH (ALA) > NH=n f RESOLUCIÓN [NET] 





AN=NH=NL=n (A>) 

NANL: Notable => m<NAL = 45° 
NAHL : Notable = AL =a 
NALB: Notable 


_ 53° 
2 


. 








X 


Clave /D 









E SOLUCIÓN N 147 e Por teoremas fundamentales : 


maxBHC = 180%-60%=1209 , 







Centro de la o. 60* 5 
circunferencia de m<BEC = 90 Ma =60° y 
los 9 puntos del 
AABC 80° 


mxXBEA = A = 40° 


e BHCE : Inscriptible 
=>. mAXHEC=10"* 








e En”E”: 609= 40° +x + 102 
- x=10 
e Trazamos la altura BQ y OL = > =9 Clave ZE] 
4 RESOLUCIÓN NÆ] 
e Por el teorema 9.6 : OL =—=2 
2 1 
+ NS: Base media del trapecio HOLQ e Del dato : 
5 HO=8 (a+b+c+d+e)-(b+c+d+m)=a 


EEE EE, 


=> e=m => mXZBPO=x 
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recta de Euler 





e Por teoremas fundamentales : 

mXZAHC =180%-x y mxAOC = 2x 
e Se observa: x+0=90% E 
e APBQ: x+x+m2BQP =1807 ... (11) 
e De (I) y (II): m<BQP = 290 
e Por el teorema 9.4: m<OAC=9 
e AHQC : Por ángulo exterior 


mxXQHC = 0 
e AAHOC : Inscriptible 
=> 180%-x = 2x 
s. x=60" 
Clave 


PIOPPLIPLOLIPIPLLLILILILILIALIIICIILILIIIIIIIIIIIIIrrrrr rr rr IIA AAA? 


GEOMETRÍA 


RESOLUCIÓN NEEN 


Ortocentro del AABC 





R 
Circuncentro del ABC AO 


Se sabe que el ortocentro (H) y el 
circuncentro (O) del AABC pertene 
> 


cena Z. 
CL y AQ son alturas del AABC . 
Por teoremas fundamentales : 
mXAHC =60° y 
mxXAOC = 1209 
AAOC : Isósceles 
= mZACO = mXOAC = 30" 


DAHCO : Inscriptible 
=> mXAHO = 30° 


En SHOM: x+30°=90° 
x = 60° 
Clave ZU] 





E 
> 
- 
= 
- 
- 


—> 
e Como Z es la recta de Euler, el 


RESOLUCIÓN NES 


ES 
circuncentro O pertenece a Z. 


e Trazamos OM L AC, por el teorema 
9.6. 


OM= => => OM=!/ 


Además : AM=MC=32? = MD=? 
e ÉXOMD : Notable 
~” x=45" 


Clave £D] 





RESOLUCIÓN EEE] 


* Como el AABC es isósceles = B, O, 
G y H son colineales. 


* Por el teorema 9.5: HN=2 
* Por el teorema 12.6 : GH=8 
* Se observa que el circunradio es 16. 
+ BMTE, : Rectángulo 
~ R,=30 


Clave /C] 






RESOLUCIÓN RAE 





e Por ángulo inscrito : 
mxXTBA =mxTCA =9 
maXTPC = a1+0 
. ÓM : Recta de Simson = PR L BC 
e OPRMC : Inscriptible 
=> mMm<RPC = mxRMA = a +0 


CEPHAROPFELIOACIALIAILILICALICIICIIIIIIIIIIILIILIILIIIIIIICIIrIIICIrrIIrICI o... 
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'UZCAN GEOMETRÍA 








Por ángulo exterior AMNC: 


Circuncentro B 


x+0=0a0+0 


x= 


Clave ZA] 
tESOLUCIÓN KEY] 





e Por teorema 11.3 : 
=> 0,Gy O' son colineales y 


OG = 2(G0')= 4 = OG=6 





' H : Ortocentro del AABC 
=> HS=SQ=2 
' Z: Recta de Simson 
=> HM=MP=m (ver pág. 78) 


'- MS : Base media del AQHP 





=> MS=12 
r; £ 
' EJSHPN : Trapecio ZN] e Por el teorema 11.2: 
A x=12 anh 


Baricentro del AABC 
Baricentro del AMNL 


e AABC : Teorema 12.6 


RESOLUCIÓN RAA 
Paso E] 
' AMNL : Teorema 12.6 


Circuncentro del AABC. 
Ortocentro del AMNL. 


=> O, G yH son colineales 
y GH=8 
x=12 


Clave LEl 


EEE AAA a dd ed 









JRIAL CUZCANO 


RESOLUCIÓN Na 





Por el teorema 9.4 : 
M, N y L son puntos medios 


=> MNL : Triángulo mediano del 
triángulo ABC. 


* De la observación : 
Pamn <X+Y+z< ZP AMNL 





Pero, del dato: a+b+c=8 
> 2<x+y+z<4 


(x + y-+ Ll ARE =3 





C 
Paagc SX +Y +Z < 2P ame 









ESOLUCIÓN EN E7; 
Por teorema de la bisectriz - 


AB=AE'=a+6 y BC=CD'=6+b 








A APD IT 


PUNTOS NOTABLES 





e [MABC : Teorema de Poncelet 
> a+6+b+6=a+6+b+09r 
r=3 





e Prolongamos DT y BC hasta que se 


corten en S. 


e Por ángulo alternos internos : 


m4SCD === 


e ASCD : Isósceles = DS=y/10 
e ACMD: Notable => CM=MS=1 


e DABCD : Teorema de Pitot 


> xXx+v410=a+2+b 











975 (dato) = a+b=10 


. x=12 -J10 
Clave /B] 


Pero, > 
2 


IESOLUCIÓN 





Aprovechando teoremas de circunfe- 
rencia, HBTQ es un rectángulo 


= BH=2R 


ABCD : Paralelogramo 
=> AB=CD=£4 y 


BC=AD=m+x 
DHBCD : Teorema de Pitot 
> x+m+x=2R+f .. (1) 


N ABH : Teorema de Poncelet 
=> 2R+m=?2+2r 

(1) — (II) : 

x+m+x-(2R + m)=2R+12-(0+2r) 


„=. (II) 


> 2x+m-2R- Mm =2R+/-/-21 
2x = 4R- 2r 


x=2R-r 


Clave /D] 








sroorrr porno pormpon roo”? 


A ÓN 


RESOLUCIÓN KA 


e—a M 


B a/2 T a/2 C 








GEOMETRÍA 


Por teoremas de circunferencia : 
mxXABO = mX£OBC = 4 y 
m<OTC = m£0QP = 90° 


Por ángulos alternos internos : 
mAXBPA =Q 


AABP : Isósceles > AB = AP = 2a 


¡MABCD : Teorema de Pitot 
= 2a+2a=3a+BC 


=> BC =a 
QT : Eje de simetría 


> BT=TC=2 ; AQ=QC: S 


QTCP : Rectángulo 


(ya que QP=TC=>3) 


Mio 


= mCPQ = 90° 


N CPD : Notable de 30° y 60°. 


x = 60° 


Clave ANI 










RIAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 
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ad 





e De igual modo, ATM'LC es inscri- 
ptible 


=> maxLCM'=mxTCM'=8 


+ 
e CM' : Bisectriz interior del AABC . 
“. P: Incentro del AABC 


RESOLUCIÓN [TF] 





À NBL : Isósceles = mxBNL=45" 


Por teorema de circunferencia : 
NM =MT =? 


ANOT : Isósceles 
= MmQNT = mx0QTN =Q 


ABNT : Isósceles => m<QTB=45° 
DANQT : Inscriptible 
=> MmNAQ = mxQAT =Q 


— 
=> AQ: Bisectriz interior del AABC 


[Paso F- 
S R 
e Dela observación : 


PC=AE=2m y AELPC 


e Trazamos O.M LAC, como ACRS es 
cuadrado = O,M =MC =n 


AAA AAA AAA AAA i a e e de a A a 
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GEOMETRIA 


. O,M : Base media del APAC ` RESOLUCIÓN KAG 
=> OM//PC y OM=m +& 
» OM : Base media del AREC > 
=> O,M //AE y O.M=m $ 
e 
e Por ángulos entre paralelas : $ 
mxXO,MO, = 909 0 
* AO,MO, = AOMC (LAL) + 


= maxMO,O, = máMCO, =Q i 





e ÍXITC: Por ángulo exterior 


=> mALTO, =90° e Por Definición : mXEBC = 45" 


e ABPEO : Inscriptible 
mXEPQ = mxEQP = 45” 


e Del mismo modo mxXO,FO, = 909 


: O:Ortocentro del AO,O,O, 


Clave /C] 


Por teorema fundamental : 
máREC =90° -2> -= 45° 
e Por ángulo inscrito: mAxAPC = 459" 


e APCO: Por el criterio 8.15 


SFE 
- 


= E: Circuncentro del APCO 


Clave / i] 


crespo”, 







e AABE=APBC (LAL) 
=> mxPCB=mxXBEA=0w y 


osos”, 


AE L PC 





PC = AE = 2m > 
e AHGC: Por ángulo exterior | ž 
mACGA =90* $ 
















Vazamos PQ//AB 


AQ=BP=a y 
mxPBOQ = mxQAP = Q 


=> PQ=PC=! 









To A 


Luego al prolongar BP se nota que 


BL es altura. 
^ P es ortocentro de ABC 


¡SOLUCIÓN KA 


m<ARC = 40% = AC=CR=a 
APRC : 


APBR: Equilátero 
=> BR=a y mAZBRP = 60° 


ABRC : Isósceles 
=> mxRBC=mXZRCB = 40° 


Isósceles = PR=RC=a 





ABOP es un trapecio isósceles 


observa que el AQPC es isósceles 


AAPQ = AAPU (LLL) => mxPAC = Q 


Isósceles =» AM es altura 


Clave 4B] 


e Prolongamos AP hasta R, tal que : 





> 
Ka 


AAA AS 


PUNTOS NOTABLES 


e Como RPC es isósceles 
=> mxXxRCP=70% => mxBCP = 30° 
e Se observa que CP es bisectriz y 
m<APB = 120%= 90%+ 5 - 


. P : Incentro del AABC 
(criterio 8.3) 


Clav 


RESOLUCIÓN ME 





e Por el teorema 9.8. (c) 
= M<BQP = mxBPQ = 45°, 
QB=BH=BP , 
PI, =HL,=4 y Q =HI, 


A LHI, : Notable 
= Hl=3 y mZ4,H=37° 


A QBP : Notable = QB = BP = 5V2 


Como BH=BL=6Y2 , 
entonces mXBHL = 459 


=> H, L,, L son colineales 


MNHBL : Notable => HL=12 








AA 
UZCAN GEOMETNÍA 


PD LHL : Notable b 
=J14 i 


Clave /B] : 

Le 

ESOLUCIÓN KATY] $ 
de 

Excentro del AABC ba 

de 





e AAFC-  mxACF=15* 


e ¡MAHSC : Inscriptible 
x=15" 


nn | 





Clave 


Trazamos la circunferencia $, por el 
teorema 9.7: 


MN = 


RESOLUCIÓN KATE] 
R-—r 
2 
Por ángulo inscrito: m<BMC = 309 
NMBS: Notable => BM=2f 
Pero, del dato : 
Ref, 


R—r=2f — =f 
r => > 


N MNB : Notable => mxMBN=30" 
Por ángulo inscrito: m2xACM = 309 








e Por teorema de baricentro : 


GC=2(GL)=4; GB=2(GN)=2 ; 
GA=2(GM)= 243 


e e Prolongamos GL hasta S, tal que 
Clave /E LS=2 
¡ESOLUCIÓN + ALBS =AAGL (LAL) => SB=2/: 


Como H es ortocentro : 
AE, BD y CF son alturas del AABC 
DADBE : Inscriptible 

=> mxX4DAH=a 


e ASBG : Notable 


Poor IO AO O DD EEEE EEE 














DITORIAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 





'ESOLUCIÓN NET . * APQBD : mxBQO = mxZOPD =x 


(Observación) 





e APOM: Isósceles 
=> mX£QMP=90%-x y 
mxXPQM=2x 
e O: Excentro del A QBM 
= QO: Bisectriz interior 


e En “Q”: 2x+x+x=902 
Por definición : mxX4ABI = mXIBC = Q 





* Por teorema fundamental : 


mxAIB = 90%+ : 


e AABI=ABIC (LAL) => Al=IC=m y 
mxBIC = mxAIB = 900+ 


*. AAIC: Isósceles = mzxAIC=1008 





MEn T: 90°+5 +100°+90°+5 = 360° 


RESOLUCIÓN REA 


Excentro de BHC -3 


7 Es 


. x=80" 


Clave / E] 
RESOLUCIÓN NÆ 





e Por definición : 
m£AHE, = mXE, HB z497 y 





e O: Centro 
=> BO=0D=n y 
mxXABO = mxXCBO = 45? 


mxCHE, = mxE,HB = 45° 
e [MABC: 2a+28=90% => a+p=45" 


AAA A AS 


283 





Lia 
¡UZCAN 





GEOMETRÍA 





Por teorema fundamental : + MD base del AASC = DM//AS 


2B 20. 
mábE H=- y m<BE,H = 2 =Q ¿ e Finalmente por ángulos correspon 


. AE HE,B: mĒZ<E BE, =a +90" +B 
= mXZE,BE, =135° 


> > $ + 


dientes. 
". x=390* 
Clave ZN 
| AE HE, : Se observa que HB es bi- 


sectriz interior y 


RESOLUCIÓN JNE 
o, 90 
mXE,BE, = 90° + > 
=> B:Incentro del AE,HE, 
= mxXHE,B = mXBE,E, = 0 
u LBHE, : Inscriptible 
-x=45S 


Clave / C] 
RESOLUCIÓN NEFA 





e |: — [ncentro 
=> mAXBCI=mxACl=a y 
mxXBAI=mxCAl=B 
e E: Excentro 
=> mxXEAL=mxXEAB=0w y 





=> mX0QBE=mLXEAB = a + [) 
' Ubicamos el punto medio D de SC, 
SD = DC =b. 
' DN : Base media del AMSC 
= DN//MC, con lo cual 
mxXDFM = 90" . 


e Sabemos : mZEAI=909 
e DAPB: a+a+ß=90° 
e AAFC: mABFA =fB + 2a = 907 
e EQFA : Rectángulo 
R. =10 


' Se observa que DF y MS son alturas 
del ABMD = N es ortocentro 


Peor oo oro ros? cI?eLIIADADODOOIO IIA A e O 


Clave_/54] 


> BE es altura 












DITORIAL CUZCANO 


IESOLUCIÓN EFE 
Paso Y 


e + 
Fo = “ 
| EEEN 
| | 


CE N 


es baricentro del ABCE 


e Se ubica S en AC tal que SC = 2z, 


CM: base media del ABSE 
= BS = 6m 


e ABSC= ABCD (LAL) 
=> BD = BS = 6m 








EL y BN son medianas, entonces P 


= BM=ME=b y CP=2(PM)=2n 


AEREA AAA AAA E E 





PUNTOS NOTABLES 


RESOLUCIÓN KA ví] 











A A H 








Por el teorema 9.8 : 
mAXBMP = 45° y BH=BM=h 


Trazamos AR//PM = AB=BR=a 


APMC : Teorema de Tales 


E AD 


b-a c 
De la observación : 


ab 


ab=ch => h=-— ... (II) 
c 


Reemplazando (ll) en (1) : 








GEOMETRÍA 





. H, -  Ortocentro de AQT 


e Se nota que: AO//QT y AQ//TO 
=> AQTO: Paralelogramo 


=> AQ=TO=R 


e Del mismo modo, OTPC es un para 
lelogramo => OT=PC=R 


e AQPC : Paralelogramo 
(AQ=PC=R y AQ//PC) 





Cc 
Por el teorema 9.6: BM=2(0ON)=2 £ 
Por el teorema 9.4 : mXAMO = 90° 


ICMABL: Por el teorema “Aa 
=> ML=a => mxMLB=20* 


X =1 
y 


Clave 4] 


RESOLUCIÓN Æe] 


Luego, trazamos la altura OS del 
triángulo isósceles OQL (SLNO : rec- 


tángulo) = LS=SQ=2/ 
AMHB= AMQL (LAL) 
x = 50° 


Clave_/D] 





ortocentro 
del AACI 


e Como AB=BC=+BE=NV2: 
= B: Circuncentro del AACE 


e Por propiedad del cuadrado BO= | 


e De la observación del teorema 9.0 
x=2(1) 
x=2 





PILLAR III III III rr rr rr III rr rr AAA AA 


Clave /C| 


"86 








EDITORIAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 


RESOLUCIÓN E 





RESOLUCIÓN EAS 





e MACE: 2a+2B=90° => a+ß=45° 
e |: Incentro del AACE 

=> MACI = m<ECI = 45° 
e MABI: mZAIB=2ß 


——> 
e Como AC: 





e Sabemos: A, I, E son colineales 
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e Por el teorema 9.3 : 


mAXIBE = mxI1CE = 90° 


Bisectriz y mxACI = Mn por el 


teorema = C: Excentro del AABI 
=> mAX4BCA=8B 





e Del mismo modo, C: Excentro del 


e Luego, se ubica S en AC, tal que NEDI => mxDCE =- M£DIE _, 


AS=b =>SC=10 (a-b=10, dato). 





e Se observa: x=a+90%+8 


e AABM= AAMS (LAL) = SM=> x =135° 
e MN: Base media del trapecio QIET 


=> MN =-=— 
2 


e Pero, R4+r=24 => MN=12 

e ASMC:  Isósceles => SN=NC=5 

e AMNC: 5%+12% =(x/2) 
x=26 
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e Teorema 7.4: mzXAOC =1209 
e Teorema 7.3:  Inscriptible 
mxXAEC = 609 


Do IO IO DI DIODOS 
> 
E ss 
/ 


H Incentro del APB0 
= 115% =90" y A 


e /¡MAECO: Inscriptible > mxACO = x x = 50" 


e AAOC: Isósceles 
=> x +x +120°= 180° 
x = 30° 


RESOLUCIÓN [NATY] 


Cla 


RESOLUCIÓN KNEE] 









e Por teoremas fundamentales : 
mxXAHC = 60% y mxAOC = 120" 


e ¡MAHCO : Inscriptible 


+ H: Ortocentro => AL y CQ son 
alturas, sabemos : 


m<QAH = mXLCH =q e Por ángulo inscrito : mgASC = 60" 


e Por ángulo inscrito : m<HAN =Q e ABSC : Equilátero=> BC =BS = b 


e Se observa que : 
mHAO = mSHA =60%+B => x=a+b 


e AL : Bisectriz y altura del AABN 
=> Bl =LN=n 


e Se observa que el APBN es isósceles e Pero, a+b=12 


=> PH: Bisectriz 


e Analogamente, QH : Bisectriz 
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OLUCIÓN NTE H e DABC: Teorema de Poncelet 
> a+b=c+2r NN 
e Por teorema de circunferencia : 
BP=BC=a y AP=AI=a+b 
e ACTA: Teorema =>6>a+b-c ...(l!) 
e Reemplazando (I) en (II) : 
6B>c+2r=c => 6>2 => J3>r 


= 2 


Clave / E] 


ae a 
$ max. entero 





Piden : * RESOLUCIÓN [WEY] 


2 _=a+b+c+d+e+f+10. ... (1) B 
gis 


ABCDEF 
c 
CA 


Por el teorema de Poncelet : 
E PEER TAE O CELIS MES 


MABH: a+m=10+ 2r, 
ABCH: b+H=m+ 2r, js 
CDH: c+/=ħ+2r |H > 
DEH: d+d=X+2, M 
A EFH: e+f= y +2r 


a+b+c+d+e+f=10+2(1+r,+1, +1, +1.) 








10 (dato) 


.. (UD) = e Por teorema en la circunferencia : 
W% Reemplazando (Il) en (1) : > AP=AT=AQ=a : CL=CT=CM=c: 
40 + BP=BL=b y DM=DQ=d 


+ e Se observa : 
Clave /A] > 


AB=a+b; BC=b+c: CD=c+d y 
DA=d+a, entonces en el cuadrilátero 


ABCD : 
AB+CD=BC+AD=a+b+c+d 


2P ABCDEF = 


e Como el AABCD, cumple con el teo 
rema de Pitot. 


$ < ABCD es circunscriptible 
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e Por circunferencia : 
AP=AS=a 
CQ=CR=c 

e Se observa que : 


AB=a+b, BC=b+c, CD=c+d y 
DA=d+a; entonces : 


AB+CD=BC+AD=a+b+c+d 
(Teorema de Pitot) 


El KABCD es circunscriptible 


BP=B0=b 
DR=D5S=d 





"EFE ETE. 


de «e «le de de de «> -> 


EEEL LLELEEEEEEE os 


Do > > 


Clave AB] e 


RESOLUCIÓN AET 











* à a 
a? A eo .. .. e.» .. 


A E. 


«> s> =. Oo.» 


PE 


bros”, 





e Finalmente por el recíproco del tum 


Por el teorema de Pitol 






DEBPJ : n+a, = 04M 
DJPCF : a, +q=p+ Ny ' 
OJFDQ : a, +tr=x +0 | 
DAEJQ : a, +m=x, +1 | 
DABCD : l+p+s+t=m+n vq HE 
a +a +a, +a, =x + Xy 1 "i 

AE E € 

Za 
x=a 


Por teorema de circunferencia 
DOA=R-a; AB=a+b 
BC=b+c y CO=R 
Se notra : 


AB-0OC=BC-AO=a+b-c<«- H 


ma de Steiner. 


ABCO es exinscriptibl. 


Clave M 
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ILUCIÓN NCI 


Tomo P es baricentro del AABC : 
BN=NC=5 y AM =MC =a 


MN : Base media del AABC 





= mXANM=x 
or teorema fundamental : 
py - T+ y pM-™ 
2 2 
INPBN: m?+|? E ts 
2 2 


3m=2n => m=4k y n=6k 


Reemplazando en el gráfico; se nota 
que los És, PBN y MBN son notables 


=> mxBPN=37" y máBMN="- 
T AMPN : +x = 370 
x=10,5° 


Clave ZA] 


ESOLUCIÓN FAT 





ala. VER 
Trazamos la mediatriz de AC ( % ), se 
nota : m<PCA = 20 y mgBMP 459 


1 AAPC : Por ángulo exterior 
=> mxXLPA=40 








PES oro roer AAA 


be 


$ $ 


$o 


T > 


-> DO -> => = “e <> 


osos, 


PUNTOS NOTABLES 


Eje de simetría 





e BM y CB son bisectrices 
= B: Excentro de PMC 
=> mxBPM = 4a 


e De la simetría : m4MPC = 4q 
e En. FP ; 40 + 4a + 4a = 1809 
a=15* 


Clave AB] 
RESOLUCIÓN KNEE] 





e Ubicamos P en BC. tal que: 
mxBAP = 20 


e AAPC: Por ángulo exterior 


=> mzxAPB=60 
e AABP= AADP (ALA) > mxAPD=60 


e Se observa que AC es bisectriz interior 
de APD y mxXAPD = 2(mxACD) = 60 


= C: Excentro de APD (criterio 8.5) 
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e CP: Bisectriz exterior AAPD 
=> mxDPC=60 


e AABP= APBO (LLL) 
mxXABP = m<PBO = 30” 
x = 96° 
e En “P” : 60+60+60 = 180° 
0 = 10° 


Clave /B] 


RESOLUCIÓN ENTE] 


e Se ubica O en la región interim 
AABP tal que ABO es equilaterm 


RESOLUCIÓN [NAT] 








e Por el criterio 8.13: O es circunconin 
del AABP => OP=a. 


e AAOP:  Isósceles => m<0OPA = 10" 


e AOPC:  Isósceles 
=> mxXxPOC=mxOCP = 10" 


e Ubicamos el circuncentro O del 


ABC. 


e Por teorema fundamental : 
mxAOB = 2(30° ) = 60° 


e AABO: e DMOBCP: Inscriptible 
| Equilátero => a=R (ya que m£0CP=mXOBP = 10") 
e AAOC : x= 10° 
Cl 
Isósceles =  mzxACO=369 Clave AN 
>. APOC: RESOLUCIÓN REA 





Isósceles = mxCPO=72" 


e Por ángulo exterior en AAPO : 


722= 36" +mxXPOA => mPOA = 36 
= AP=PO=!/f 


Seo ro rr rrrrrrrrrr rr rr ttt ttt rr rr rr rr AAA AAA AAA 











CUZCANO PUNTOS NOTABLES 
Prolongamos CA hasta P tal que: > © Como: 
mxBPC = 40 K AB=BE=n 
$ 
APBC:  Isósceles => PB=BC=! $ m<ABD = 2(m<AED) = 68 
= AB BC= z 
o e y = B : Circuncentro del AADE 
Pero, 1: Incentro => mxXABl=4a0 + SS | 
| z h: or teorema fundamental : 
APBC: 4a+100+4ua =180 n 
+ mxDBE = 2(mxEAD) = 20 
man o a 
aCi è e AABE: 20+80+20=180° 
Clave JE] 3 ° A a i 
Clave ZE] + 
: . 0=15" 
OLUCIÓN NCY; $ Clave AA] 
B 2 : 
9 2 
REA + RESOLUCIÓN NEC] 
as 
La T z $ 
-F : z Sir 3 ar > | F 30 pa 
D A 
Ma + 
Ubicamos P en BC , tal que : Š 
SS > E PR 
PDLAC (AC: Mediatriz de PD) ł 
+ 
De la simetría mxPAC = 8 wi 
AS 
Luego trazamos BE, tal que : X 
“e 
mxXCBE = 0 e- 
2 
ABEC : Isósceles => BE=EC=n K 
> 
AABE : Isósceles z 
= AB=BE=n (mxBEA = 28) > e Se construye el APQC , tal que B sea 
> i tro : 
DABPE : Inscriptible => mxBEP=8 $ a 
e 
De la simetría (P y D simétricos) : 4 m<QPB = m<BPC = 30 y 
mZAED = 30 s m<PCB = m<QCB = 9 
en 
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Sabemos : 


mxPBC =90°= moe 


(Teorema fundamental) 
=> mZP0OC = 4u 
Como: m<BAP = m<PQB = 2a , el 
DAPBO es inscriptible 
=> má4QAB=3a y mzxAQP=0 


AAQB : Isósceles = AB = BQ =a 


Finalmente se nota que el problema 
radica en calcular œ en el APQC , lo 


cual ya hemos desarrollado en el pro- 
blema : 196. 


œ= 10° 
lave /C 


'ESOLUCIÓN NEC 





Se construye el trapecio isósceles 
BDCE (BE//CD) 


=> m<EDC=20 y DE=a 
AAED : 


Isósceles =» AD=DE=a 





a a a a a a e eee OOO e e e e e e e de O e 













e mZXBEA=0 (ángulos alternon] 


e Notamos que el ABED correa 
al gráfico del problema : 197 


0=15" 





RESOLUCIÓN KT] 


e Trazamos BP, tal que mxPBO - 20" 
e Q: Incentro de BPC 
=> mzxCPQ = mxBPO = 60° 


e Prolongamos QP hasta L, se nota 


mAXAPL = 60° 


e Como PA y BA son bisectrices exte 
riores = A: Excentro de BPQ 


e Por teorema fundamental : 





x = 20° 
2 
x= 10° 


Clave ZE] 
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e Eneldenominado criterio 7.17 se ana- 
lizó y demostró. (Ver pág. 34). 


e Pes circuncentro del ABQC 
> x*x=a=y 


RESOLUCIÓN KEA 






OLUCIÓN EXIT 
Afauemos de acuerdo a las condicio- 


W nos pide demostrar : x=y=a 





Por dato : ABCD es paralelogramo nos 
piden demostrar que el circuncentro del 


AFEC está en €. 
Se traza el triángulo AQC = AAPD 


(AP=BQ y PD=0QC). 


e Se verifica AP//BQ y DP//CQ 
=> ABQP y DPQC son paralelogra- 
mos. 


èe Se tiene entonces : 
PQ=a ; mxBPQ=20 ; mZQPC = 24 





e Se traza OQ L EF 

e Por teorema : 

Como: AD//BE => mAB=mED=B ; y 
FD/AB = mAF = mABE =0+ß 





TEATRE AAA 
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0+B= Za 
mAXFQE = 2a 


e Por ángulo inscrito : 


e Por teorema 8.14. 
e Debido a que: 
FQ=QE y mxAQE = 2(mxFCE) 
=> Q es circuncentro del AAEC 
Qe 


RESOLUCIÓN [SNIE] 


Jel gráfico : 

es incentro del 
AABD . 

es excentro re- A c 
ativo a AC del 

AABC y Al=IE 


Piden demostrar: E 





E 


e Debido a que BI es bisectriz del 4ABD 
y BE también es bisectriz del ABD. 


| => B, Iy E son colineales 
< y 
Y 





Ho III O O O O e 



















e En AABC por teorema sobre Piip 
trices: mzZACD = 2(mxAbllN) 
=> mAXZACD = 20 


e En ABAD: BI es bisectriz del al 


e Por dato Al= AE = AAIE: [sâni 


= mXAlE = mal 

e En AABI: 0=B+0 
e En AABD: x = 2B +20 

= x=Z0 

=> AADC es isóscalai 

AD = AC 
RESOLUCIÓN ATA 
Graficando de acuerdo a las condici 
nes; 


Del gráfico AB=BC, 
O es circuncentro del 


AABC y PR//CF. 


Piden demostrar : 
FR=BP 




















5e sabe BO L AC por ser AB=BC, 
demás BO es bisectriz del ABC. 


N IMC y NIHO se tiene : 
mxX£HOl = a 

¡Debido a que mxHOI=mxICP = 0 

= DIOPC es inscriptible 


"or ser O el circuncentro : 
OB=0C = mxOCB=98 
mXBOC = 2(mxXBAC) 

=> mxBOC = 4q 
Luego mxPOC = 30 
Debido a que el OIOPC es inscrip- 
tible, se tendrá : 
mAXPIO=0 = AAPB isósceles 
Luego IP=BP = b. 
mXPIC =30 = IP //FR 
De lo último y por ser FI // RP 


Se concluye que FRPI es un paralelo- 
gramo > a=b. 


~ FR =BP 


ESOLUCIÓN NIE 





Jel son circuncentro e incentro del trián- 
gulo ABC respectivamente. 





PEPA III rr 


Vamos a demostrar : 





PUNTOS NOTABLES 


AC //ID 


Debido a que el triángulo ACB es 
isósceles, luego C, O e I son colineales. 


=> La recta que los contiene es per- 
pendicular a AB en su punto 
medio. 


Por teorema del circuncentro : 
mxXAOB = 2(mxACB) = 20 


AAOC es isósceles => mxHOB = 9 


En el [MIHB y ES IQO se cumple : 
mxQOl=B 
= LDIODB es inscriptible 


Luego mXIDB = mxIOB = 0 


Se tendrá entonces : 
mxXACB = mxIDB =8 


DI // CA 





























4 E 
Se ubica A' en $, tal que AA' OM => AM=AM=/ 
mxZA' AM = m4AMOQ = al 
e DAA'CB: Inscrito => mxXA'CB=a 
MPCA'M:  Inscriptible => mxPA'M=8 
e APA'M=AMAQ (ALA) 


. X=y 


RESOLUCIÓN EPIA 
e P:  Incentro del ABQC 

=> má4BQP=mxPQC = 45° 
e Q: Excentro ABPE 

=> mxAEQ=mXx0QEP = 45? 


e Q: Excentro APDC 
=> mxXxPDQ=mXZ0DA = 45° 


e Al prolongar EQ y DQ, nos damos A 


cuenta que DM y EN son alturas del AAED , por lo tanto Q es ortocentro del 


NADE. 


RESOLUCIÓN EPT] 


e Al prolongar AB hasta L, mxLBP = 60° 
e P:  Excentro del AABQ => mXBQP = m X<PQC =0 
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Excentro del ABQC 
> MBOR = mxRQA = Q 
En Q": 2% + 20 = 180° 
=> @+8=90° 
' mZPQR = 90° 





En el gráfico 
Por teorema de la secante 
Se cumple ; 


, SC LUCIÓN N° 209 (BH)(BP) = (BM)(BC) = Pot 
esto que para todos los triángulos ABP 
men como mediana “fija”: PO, el 
ficentro también es fijo, luego el lugar 
bmétrico de los circuncentros será la 
a que el descrito por el ortocentro, 
ido que son homotéticos. 


(B, +) 


e De la observación : 


(PM)(PB, ) = (PH, J(PP,)= (PH, )(PP,) 
= (PH, )(PP,) 


lalicemos los ortocentros para tres 


Mos. > OPHH)P,, AP,P,H,H, y 


ade 
OPPER son inscriptibles. 





e Luego: 
0+P=180% 
a+y=180" ' a 
B + y= 1809 


=> 0+0a=1809 


> Ho H, y H, son colineales 


El lugar geométrico es una 
recta 


a”? 
Ll 
e? 
- 


AAA A A E RN 








ERNA 
ESOLUCIÓN RA 


GEOMETRÍA 








TK 





L AAPQ: Isósceles = PM=MQ y mxXMAP = m4MAQ con centro en Á y radio AP 
trazamos la circunferencia Ç, la cual será nuestra circunferencia de Inv 
sión. 


» %%, es ortogonal a Z. entonces es su propio inverso. 
SS 

» El inverso a A es Ž el cual es tangente a Ér en T' (inverso de T) 
e Por teorema de circunferencia : mABT =mXTQT' = mxXACT=mA4T!'N =u 

=> OCTT'N es inscriptible 
e Luego mxCTA = mAXCNT'= 24 
e En 6, : mxXxABC = m<ATC = 20 
e Por relaciones métricas : (APY = (AM)(AO) 


e Enf: (AP) =(AT)(AT') 
e En OCTT'N: (AT)(AT')=(AC)(AN) 
(AM)(AO)=(AC)(AN) > DOCMON es inscriptibh 
e Luego: mxXAMC=mzZONA =0 
e Finalmente en el AABC: m<ABC = 2(m4AMC) y mxBAM = mai 


e Se concluye que M es excenitro. 
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¡ el centro del cuadrado ABCD es el 
iaricentro de ECF calcule x. 


\} 302 B C 
Y, 

y) 370 AY 

¿) 452 E 

NS 

) 602 A D 


F 


'omLema COPA 


n el gráfico I es incentro de ABC, si 
P=Pl y PC=4, calcule AB. 


)2 
)3 
)4 
35 
)6 


romLEMA [CRE] 


L H es ortocentro de ABC, calcule x 
) 25" 
) 30° 
) 39 
) 40° 
1 502 
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PROBLEMA 


Se tiene el paralelogramo ABCD, | 
l, son incentros de ABD y BCD, si : 


m<BAD = m<1 Bl, 
Calcule m<BCD . 
A) 30° B) 36° C) 45° 
D) 60° E) 157 


Si HBQP es un cuadrado y H es el 


ortocentro de ABC, calcule x. 
B 


A) 122 Q 

B) 13° 

C) 14° 

D) 15° 4 

E) 16° r e 


PROBLEMA 





D, E y P son puntos de tangencia, calcu 
le x. 


A) 90° 

B) 100° 
C) 110° 
D) 120° 
E) 135° 








JRIAL CUZCANO 


PROBLEMA], dr A 

Si HP//BC, calcule “x”. 

A) 609 B 

3) 75° 

C) 80° 

D) 90° 

E) 120° c 















OBLEMA Dll: 
Y esta inscrita en ABC, si BO=442 , 
calcule FL. 
A) 5 
B) 4 
0)3 
3) 2 





Ip s 


N29 
0 es circuncentro de ABC, si AM=MB, 
IN=NO y a-8=408 , calcule “x”. 


A) 60° 
B) 70° 
C) 80° 
D) 90° 
) 100° 








Si G es baricentro de ABC y CG=2, cal- 
cule AC. 


A) 2,7 A 
B) 243 
C) 347 


D) /7 
E) 4 


A C 





AAA AAA AAA AAA AAA AA EEEE 


PUNTOS NOTABLES 


PromLemaLid YN 

En el gráfico, AB=2(BN)=2(NC) y 
GN=10, calcule BP 

A) 20 


B) 28 
C) 30 
D) 36 
E) 40 


En un paralelogramo ABCD, M es punto 


cm yo 








calcule BF 
A) 3 B) 4 


Se tiene el triángulo rectángulo ABC (rec- 
to en B) de incentro l, si Al=4 y 


CI =642 , calcule AC. 


C)5 D)6 BY 





A) 2417 B) 3417 C) 2/34 
D) 34/34 E) 4/34 

PromLema [iSe 

l es incentro de ABC, calcule x : 

A) 35° 

B) 37° 

C) 45° 

D) 53° 

E) 60° 


Dado un triángulo ABC, | es incentro y 
E es el excentro relativo a BC, si : 


mxXZEIC = 50° + mxIEC , calcule mXABC. 
A) 30° B) 32° C) 34” D)38* E) 409 


303 











PINE 





Rosema RE 

es incentro de ABC, P y Q son puntos 
e tangencia, calcule miP . 

) 100° 

) 1152 

1) 1209 Q 

i) 135 $ 

.) 140° A C 





PROBLEMA 


in un triángulo ABC, H y O son el 
rtocentro y circuncentro respectivamen- 
e, si OB=13 y AC=24, calcule BH. 


y4 BJ6 C)8 DJ10 E)12 


PROBLEMA 

še tiene el triángulo rectángulo ABC, rec- 
o en B, si el inradio es 3 y el perímetro de 
a región triangular ABC es 40, calcule 
su circunradio. 


13 17 
A) 6 B) 2 C) ey 
D} 12 E) 14 


Prose REC 


Calcule el inradio del triángulo ABO, . 
A) 2- V2 
B) 42-1 
C) 3-42 
D) 4-Y2 
E) /2+1 


Promema CPT] 


¿Qué punto notable es P de ABC? 
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GEOMETRÍA 


A) Incentro 

B) Circuncentro 
C) Ortocentro 

D) Punto de Brune 
E) Baricentro 


ProsLEMA ROFI 

En la región interior del triángulo ABC 

se ubica el punto P si AP=PC y 
mZABC + m<PAC = 90°, 

indique que punto notable es P de ABC 

B) Baricentro 

D) Punto de Miquel 








A) Incentro 
C) Circuncentro 
E) Ortocentro 





PROBLEMA 
En un triángulo ABC de incentro | y 
excentro relativo a AC el punto E, cal 
cule mxXAIC + mxAEC . 
A) 90° B) 120° 
D} 180° E) 200° 


ProsLema REFE] 
Si E es excentro de ABC, AB=BC=8 y 
AC=6, calcule la longitud del segmento 


que une los puntos medios de BC y Al 


C} 135" 


A) 1/4 B E 
B) 1/2 
C) 1 
D) 1,5 
E) 2 
A C 


PromLeMa REY 

Si C es excentro de ABD, calcule x 
A) 85° 
B) 90° 
C) 95° 
D) 100° 
E) 105° 








EDITORIAL CUZCANO 


PromLema y 


Si O es circuncentro de ABD, calcule x. 








A, M, P Q, L, A y N son puntos de 
tangencia, AB -BC = 2 y CD=6, calcule 
MN +ND. 

A) 6 C 

B) 8 P 

C) 10 L 
D) 12 

E) 14 A N D 
En el lado AD de un rectángulo ABCD 
se ubica el punto P tal que 
maxBPC =907 , si AB=12 y 


mxXPCD = 37° , calcule la distancia de A 
al incentro de BPC. 


A) 4274 B) 2/74 
D) 447 E) 9 


Si 5(AL)=2(LB)=20, calcule AM- MN. 
A) 1 
B) 2 
E) 3 
D) 4 
E) 5 





C) 3414 











PRAIAAAIIIIIAIIAIAAAAAAIAAIAAIAIAIAAAIAIIIIAAAAAIIAIAAIAAAAIAAAAAIAAAAAA 


PROBLEMARA WE T] 

En un triángulo ABC se traza la media- 
na BM y se ubica los baricentros G, y 
G, de ABM y MBC, si m<ABC = 72° , 
calcule mxXG,MG, . 


A) 36°- B) 40° C) 48” 


PRroBLEMAR LÆT] 
En un triángulo isósceles ABC, de base 
AB, incentro | y ortocentro H, si 
mxZACB =20°, BH=20, calcule la dis- 
tancia de H a BI. 


A) 10 B)12 C)14 


D) 60° E) 72° 


D) 16 E)18 





PROBLEMA 


l e l, son incentros de ABM y MBC 
calcule x. 


1 
respectivamente, 


A) 60° 
B) 75° 
C) 90° 
D) 959 
E) 120° 


En un trapecio isósceles circunscrito a 
una circunferencia, la diferencia entre las 
longitudes de un lado lateral y la base 
menor es 10, calcule la longitud del seg- 
mento que une los puntos medios de las 
diagonales. 


A) 5 
D) 8 


L es punto de tangencia y T es ortocentro 
de ABC, si BT=16 y BL=31, calcule TQ. 





B) 6 C) 7 


E) 10 
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PUNTOS NOTABLES ` 





Lal 
CUZCANG 


A) 9 B 

B) 8 | 

C) 7 

D) 6 

E) 5 3 - C 


PromnLema LEY] 
En un triángulo rectángulo, la longitud 
de un cateto es igual a la distancia de su 
ortocentro a su circuncentro, calcule la 
medida del menor ángulo interior. 


A) 30° B) 37% D) 45% D)53 E) 60% 


El radio de la circunferencia inscrita en 
un triángulo equilátero es 1, calcule la 
longitud del radio de la circunferencia cir- 
cunscrita. 


Ajit B)15 C)2 


Si AN=CB y CN=2(NO), calcule x. 





D) 25 E)3 





A) 90° c 
B) 75° 

C) 60° A 

E)45° A O B 


ProsLema JOEY] 

Si AB=BC y O es circuncentro de AFC, 
calcule x. 
A) 309 
B) 32° 
C) 34° 
D) 36° 
E) 38° 
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PES or rr poro esrropóporVr repre? O e o 


GEOMETRÍA 


PromLema DET] 
En un triángulo isósceles ABC (AB = BC), 
el punto F es su excentro relativo a 1% 
y su altura BH mide 8, calcule la distan 
cia de Fa BC. 


A) 10 B)8 


Si A y B son puntos de tangencia, caleu 
le mPQ. 


A) 20° 
B) 25° 
C) 30° 
D) 35° 
E) 40° 





D) 1 E) 2 








Si AP=BC, calcule x. 

A) 90° 

B) 60° 

C) 751 

D) 1209 

Eso A a 


PromLeMa Cr 

Calcule el circunradio de un triángulo 
ABC, si m4BAC =539 y BC=12 

A) 5 B) 5,5 C) 6 

D) 7,5 E) 8 


Si _H es ortocentro _ de ABC y 
mHM = 40° , calcule mHN . 




























A) 20° 
B) 302 
C) 402 
D) 50° 
E) 60° 


D) 60° 


A) 40° 
B) 50° 
C) 60° 
D) 70° 


E) 80° 


A) 20° 
D) 28° 


PromLema A] 

En un triángulo ABC, N es el excentro 
relativo a BC , luego se ubica el excentro 
E del ABNC , relativo a BC, tal que : 
mxXBEC = 2mxXBAC = 2x, 
Calcule x. 
A) 180°/7 


Prone RE? 


l es incentro ABC, calcule x. 


PromLema CUP 


n un triángulo ABC de ortocentro H 
se traza la altura AR, en HR y BR se 
ubican los puntos P y Q respectivamen- 


le tal que QP//BH , si mxQAC=650 , 
calcule mxPCA . 


PromLema CPT 


Si AP=CQ y CP=4, calcule AQ. 


B) 2009/7 





PLACA 


«de > -> de 


de «> «e «e «e ds 


PRA 


A) 1 C 
B) 2 
C) 3 
D) 4 
E) 5 5 


Pronteva MPTA 


En un triángulo ABC de incentro l, E, y 


Q 


E, son excentros relativos a AB y BC, 
si m£ABC = 209 , calcule m<E lE, | 








A) 40° B) 60° C) 80° 
D) 100° E) 120° 
PROBLEMA), bdt !-] 

Calcule el inradio de ABC. 

A) 0,5 

PA s 

C)1,5 

D) 2 

E) 2,5 

Si O es circuncentro de ABC y 
mxXPBO= 70% calcule x. 

A) 60° 

B) 62° 


C) 65° 

D) 689 A 
E) 70° OS 

PROBLEMA 


ABCD es un cuadrado, si BM=MC=5 y 
AP=2, calcule x. a 


A) 41° 
B) 439 
C) 47° 
D) 559 
E) 59° 
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EOI MAA dd PIE III III Is 


di A AAN 








la figura, hallar x, si a=30% y 
=.507. 
45° 
40° 
50° 
55° 
60° 


soma REFA 

' tiene un triángulo acutángulo ABC en 

cual se trazan las alturas BH Y CJ, so- 
=> 








e las prolongaciones HB y JC se ubi- 


in los puntos P y Q respectivamente 
> modo que AC=BP y AB=C0. Si 


eE 6/3, la distancia del vértice A a la 
cta que contiene a PQ es: 


13 B) 4 
) 343 E) 443 


ea el triángulo ABC, cuyo ángulo inter- 
o en B mide 120° y cuyos lados AB y 
¿C miden a yb unidades (a<b). La 
isectriz del ángulo B y la mediatriz de 
AC se intersecan en P y desde P se tra- 


a el segmento PQ perpendicular a BC 
Q en BC). Calcule QC. 


C) 243 











el IE Rd e 


La circunferencia exinscrita al lado AB 
del triángulo ABC, determina el punto 
de tangencia M en la prolongación del 


lado CA. Se traza AF perpendicular a 
OB (O es el centro de la circunferencia) 
tal que: m<AMF = mxACB 
Calcule m<ACB 

A) 45° B) 30° 

D) 75° E) 67,5° 


PronLema AEEA 

En un cuadrilátero ABCD se trazan la 
bisectrices interiores formándose un nuw 
vo cuadrilátero, calcular la suma de «dis 
ángulos opuestos de este cuadrilátero 
A) 120° B) 180° C) 150” 

D) 140° E) 110° 


ProsLema RETA 
En un triángulo ABC (AC > AB) se traza 
la circunferencia exinscrita relativa ml 
lado BC de centro O. AONBC-|!| 

por F se traza una recta tangente ^ E 
circunferencia que intercepta a AB en | 
ya AC en J, si AB=6u y FJ = 2p , un 
tonces AJ - BF (en u) es : 
AJ6 BIS  C4 


C) 60" 





D) 3 E) 2 


EDITORIAL CUZCANO 




























n un triángulo ABC recto en B, 
AB<BC. La circunferencia inscrita es 
tangente a AB y BC en los puntos N y 
P respectivamente. Exteriormente se 
construye el trapezoide BDEC circunscri- 
to a una circunferencia siendo M y Q 
los puntos de tangencia con los lados BD 
y BC respectivamente. Si DE=5u, 
AC=CE y DM+AN=3H . Calcule PQ 
fen u). 


B) 15 0125 D)1 E) 2 


| Aj, EA 


N° 58 

Sea el triángulo ABC, recto en B, se tra- 
za BHLAC, si BM es la bisectriz del 
ángulo ABH, BN la bisectriz del ángulo 


HBC y r el radio de la circunferencia ins- 
Grita en el triángulo ABC, entonces la 


longitud de MN es: 


AJr/3 B)r/2 C)r D) 31/2 E) 2r 


PRoBLEMAf hdr) 1 

Del siguiente gráfico, hallar x. 
A) 75° 
B) 90° 
C) 100° 
D) 120° 
E) 135° 


PROBLEMA? baU 

Dos triángulos equiláteros ABC y CDE 
están ubicados de modo que A, C y E 
bn colineales y los puntos B y D se en- 
tuentran en el mismo semiplano respec- 
loa AE. G, y G, son los baricentros 
le los triángulos ABC y CDE respectiva- 
mente. Si AB=2(DE) y G,D=L, enton- 











A A A A A AAA A AAA de e e dd de de e dede G 


PUNTOS NOTABLES 
ces la distancia entre los puntos G, y 
G, es: 
A) L/2 B) L/3 C) L 
D) 2L E) 2/3L 


PROBLEMAI M S i 


En un triángulo ABC recto en B, se traza 
la altura BH , si la diferencia de las longi- 
tudes de los radios de las circunferencias 
inscritas a los triángulos AHB y BHC es L 
unidades. Halle la distancia del incentro 
del triángulo ABC a la altura BH , 


A) L/5 B) L/4 C) L/3 
D) L/2 E) L 
PROBLEMA 


Sea el triángulo ABC recto en B, se tra- 


za la altura BH, sean l, e L, son 


incentros de los triángulos BHA y BHC; 
l es el incentro del triángulo 


ABC e LL BC ={D} Halle la medida 
del ángulo 1,DB y que punto notable es l 
del triángulo 1,BL,. 

A) 45° ; incentro 

B) 45° ; ortocentro 

C) 45° ; circuncentro 

D) 30° ; incentro 

E) 30° ; ortocentro 


ProsLema E] 

Dado el triángulo ABC; donde la 
mxXBAC =32° y mxACB=88*9. Ade- 
más 0,lyH son circuncentro, incentro 
y ortocentro respectivamente. Halle 
mZOIH . 
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II E EEE KK 


es 





A) 150° B) 151* 
D) 1539 E) 1557 


En un triángulo ABC, se ubica el incentro 
I, por | se traza una recta secante que 
intersecta a los lados AB y AC en M 
y N respectivamente. Si mZINA = 60°, 


MI/IN = v3 , halle la medida del ángulo 
BAC. 


C) 152° 


A) 60° B) 75° 
C) 90° D) Hay dos respuestas 
E) 120° 


En la figura adjunta, AB=AD. Halle el 
valor de &. B 


A) 6° 
B) 8° 
C) 10° 
D) 12° 
E) 159 





En el siguiente gráfico MQ es mediana 
del triángulo MNP. Halle x. 

A) 60° 

B) 90° 
C) 67,5° 
D) 12,5 
E) 112,5" 


Hallar el perímetro de un triángulo rec- 
tángulo si los radios de las circunferen- 
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cias inscritas y circunscritas miden r y Ki 
unidades respectivamente. 


A) 4R-r B) 3R-r 
C) 2(R+r) D) 2(2R +r) 
E) 4(R+r) 


PROBLEMA], A -l-1 

En un triángulo ABC, halle la longitud 
de la flecha relativa a AC, si los radios 
de los círculos inscritos y exinscrito rela 


tivo a AC, miden r y R respectivamente 
(R>r). 


2R+r 





Sa Ti E 
2R- 
D) 2R=r E 


ProsLema RT] 

Se tiene un triángulo rectángulo AMC 
(recto en B), el cual está inscrito en tuna 
circunferencia, E es excentro relativo A 
BC,AE corta a la circunferencia on |’ 
Si BP=3. Calcule EC. 


A) 3 B) 342 
D) 343 E) 4,5 


ProsLema O] 

Sea el cuadrilátero ABCD conversa 
Me AB y Ne DC, sea O, el centro de MA 
circunferencia inscrita en el cuadrilalera 
AMND, O, el centro de la circuniorem 
cia inscrita en el cuadrilátero NMB. 4 


C) 6 


AB+CD=40m, AD+BC=24m italla 
MN. 

A) 8m B) 9m (C) 10m 

D) 11m E) 12m 


EDITORIAL CUZCANO 


En un triángulo ABC recto en B, sobre 


















AC se ubica el punto F y se trazan 
'FP LAB y FQ 1 BC respectivamente : 
(Pe AB ABAQe BC) 


Si AB+BC=PF+AC y los inradios de los 
riángulos APF y FQC miden 3 y 4 unida- 
des, entonces PF mide (en u). 


A)14 B)12 C)10 D)8 E) 6 
En un triángulo rectángulo, si el 


'semiperímetro es p y la hipotenusa mide 
h, entonces el inradio mide : 


C) p-h 


BLEMA $; haf Č. 
En un triángulo rectángulo ABC (recto e 
B) se traza la altura BH, si I es el 
ncentro. Halle la distancia trazada de | 
BH si se sabe que: 


BH=12 y n =3 (r es el inradio del 
| triángulo AHB). 


A) 1,5 B)2 C)1 


N? 74 
51 AC=b y AB=c. 


D) 2,55 E)1,25 


Halle PO. 





PERA AAA 


PUNTOS NOTABLES 


ABCD es un cuadrilátero exinscriptible y 
circunscriptible. Si AB=8u entonces 


AD (en u)es: 
A) 6 B) 8 C) 9 
D) 10 E) 15 





PromLema 73 


ABCD es un cuadrilátero en donde 


BC=CD, mxBCD = mxDAB = 90° se tra- 
za BE de manera que E€ AD, EBCD es 
un cuadrilátero circunscrito a una circun- 
ferencia, se traza CH L AD (He AD) tal 
que : CH-HD=8Bu, EH=6u, calcule 
el radio de la circunferencia inscrita en 
ABE (en u). 
A) 2 

D) 5 


B) 3 C) 4 


E) 6 


PRroBLEMA rl 
En la figura AN=18u, AD+DC=14p, 
OC=8u. Halle el radio R (en H). 








ITA 


Lun triángulo ABC, AB = 5u , BC =7p 
AC = 6u se inscribe una circunferencia 
agente a los lados AB y BC enP yQ. 
vel arco menor PQ se traza una tan- 
nte que interseca a los lados AB y BC 
¡E y F respectivamente. Halle el perí- 
etro del triángulo EBF (en y). 


4 B) 5 
17 E) 8 


romLeMa ETT 

a un cuadrilátero convexo MNPQ, se 
aza RS tal que: Se QP, ReMN. Si 
Q+NP=a y QP+MN=b6 y los cuadrilá- 
ros RMQS y RSPN son circunscriptibles, 
1tonces la razón RS/(b - a) es igual a : 


) 10,3 B) 0,1 C) 0,2 
) 0,8 E) 0,5 








C)6 


'ROBLEMAP lc! 





e tiene el triángulo ABC, AB=é6up, 
¡C=8u, se inscribe una circunferencia 
ingente al lado BC en M, se exinscribe 


—_— 


na circunferencia tangente al lado BC 
n N. Halle MN (en H). 


) 1 B) 3 
) 2 E) 2,5 


n un triángulo ABC, se cumple 
ngBAC =76°, m<BCA =44° y la dis- 
ancia del incentro al circuncentro es 
W2. Calcule la distancia del 
ircuncentro al ortocentro. 


C) 1,5 





cororrrrrerroro rr rrpornoporpor rro rorroprrarr<Prprrrrrrrr rro... 


GEOMETRÍA 


A) 12 
D) 15 


ProsLema RTA 


En la figura hallar FE en función de r, y 


B) 13 
E) 16 


C) 14 





Si el radio de la circunferencia inserila 
en un triángulo rectángulo mide 4 cm y 
uno de sus catetos 10 cm; entonces Ia 
distancia del incentro al circuncentro del 
triángulo rectángulo dado es : 


A) 4/65 cm B) 12 cm C) 451 cm 
D) 8 cm E) 9 cm 


PROBLEMA), bha- 

En el AABC (mxB = 409), M es el punto 
medio del segmento que une el inceni 
con el excentro relativo a AC. Halim 
mZAMC . 





A) 60° B) 80° C) 120" 

D) 140° E) 90° 

ProsLEMA A 

En un triángulo equilátero su lado mide 
a unidades. Entonces, la longitud de 
radio de una circunferencia exinsciila a 
triángulo es : 





EDITORIAL CUZCANO 


A) 2a B) ed 
av2 
ra je 


PromLema 7 86 
Se tiene un triángulo ABC cuyos lados 
miden AC=b, AB=c y BC=a. Si 
“a+c=b+2r donde “r” es el inradio del 
triángulo ABC. Calcule mxABC , 


D) 





A) 60° B) 450 C) 75° 
D) 90° E) 120° 
IBLE N° 87 


Del siguiente gráfico. Calcular : 


A) 4/5 
B) 3/4 
C) 2/3 
D) 2/3 
E) 1/2 





OBLEMA E, lil >> 


En un triángulo ABC: el ortocentro de su 
irlángulo mediano es el del 
riángulo ABC. 


E E E 


A) Ortocentro 
B) Incentro 
Č) Baricentro 
D) Circuncentro 
Punto de Feuerbach 





De O A DIO IDO AAA ee 


PUNTOS NOTABLES 


PROBLEMAJAT] 89 


Con respecto a los inradios de los trián- 
gulos ABC y ADC r, y r, respectivamen- 
te se puede afirmar que ; 





A 
A) 1, >5 B) 1, <L, 
C) Ll, =1, D) Falta información 
E) 1 +1 =r 


PROBLEMARA T] 
Indique cuáles de las siguientes proposi- 
ciones son verdaderas : 


I. Sean A y B dos puntos de una cir- 


é 
cunferencia de centro O; L es la rec- 
ta que contiene a los puntos medios 
de la cuerda AB y el arco AB, lue- 

í 


go: Oe L. 


MM. En todo triángulo : ortocentro, 
incentro y baricentro son puntos de 
una misma recta. 


IH. Todo trapecio es inscriptible. 


A) Sólo 1 B) Sólo ll 
C) Iy I D) I y Il 
E) Sólo IIl 





PROBLEMAS GE} z 


Se tiene un triángulo rectángulo ABC. 
Para hallar la longitud de la hipotenusa 
BC es necesario conocer. 
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AENA 





Los radios de los círculos exinscritos 
relativos a los catetos. 


El inradio y exradio relativo a la 
hipotenusa. 


Sólo 1 B) Sólo II 
| y Il D) Falta información 
I ó ll 


TITS No 92) 
licar verdadero o falso según corres- 
nda : 


) El incentro está ubicado en el in- 
terior para todo triángulo. 


) El ortocentro de un triángulo rec- 


tángulo está ubicado en el punto 
medio de la hipotenusa. 


) El baricentro de un triángulo pue- 
de estar ubicado en el exterior. 


) El circuncentro de un triángulo 


obtusángulo está ubicado en uno 
de sus vértices. 


) Todo triángulo tiene tres excentros. 


IAS 


PA 0 a e? 


. è 


Pro rre epOoOCPonr..o..re roo oooO AI O A A e e 


+ 





GEOMETRÍA 
A) VVFFV B) FVFVF 
C) VVVFF D) VFFFV 


E) VVFVV 


Prosrema KE] 
Diga el valor de verdad de las siguientes 
proposiciones : 


Las alturas de un triángulo 
acutángulo son las bisectrices inte 
riores de los ángulos del triángulo 
pedal. 


En todo triángulo acutángulo la dis 
tancia del ortocentro al vértice es el 
doble de la distancia del circuncentro 
al lado opuesto al vértice considera 
do. 


La circunferencia que pasa por ; 
vértices de un triángulo y por su 
incentro, tiene su centro en la cii 
cunferencia circunscrita a dicho 
triángulo. 


A) VVF B) VFV 
C) VVV D) FFF 
E) FVV 


* 2 
- ia 








EDITORIAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 





ET. E rag 


A 


mas s Propuestos . 


AAA a 
EA Je TR 


a Pr, 





PromLemaL AT] 98 
Si G es baricentro de ABC y AC=18, 


l, 1, e I, son incentros de ABC, ABF y 
calcule el mayor valor entero de AG. 


BFC, calcule x+y. 


A) 135° A A) 9 R 

B) 125° B) 10 

C) 120° C) 11 

D) 90° JE D) 12 

E) 60° A . E) 13 A C 


Se tiene un triángulo ABC (recto en B), 
la bisectriz del ángulo exterior en B corta 
a la circunferencia circunscrita en M, si 


N es punto medio de AC, calcule 


PromLemaL AT] 

é E 
O es circuncentro de ABC, si Z% y Z, 
son mediatrices de AO y OC , calcule x. 





AAA EE 








maMNA. A) 110° 
A) 60° B) 70° C} 80° B) 120° 
D) 90° E) 100° C) 130° 
PROBLEMA D) 140° 
Si LM=MN, NP=PQ y mAL =110° , cal- + E) 150° 
cule x. 
A) 50° PronLeEMA 8 O] 
B) 55° Si BQ=342 , calcule el inradio de ABC 
C) 602 : 
D) 65° ? A) 3 
E) 70° $ B) 3,5 
PROBLEMA » C) 342 
En un triángulo rectángulo ABC, recto * 
- + D)4 
en B, I y E son el incentro y excentro + 
relativo a BC, si AC=IE=6, calcule AB. ~ E) 5 
M1 B)2.0)J3 DJ4 EJ5 4 

















' tiene el triángulo rectángulo ABC, rec- 

en B, m2BAC=30" y AC=V3, si O 
-«circuncentro de ABC, calcule la distan- 
a entre los circuncentros de AOB y BOC. 


) 1 B) 2 C) 43 
) 243 E) v5 


'ROBLEMA 


y B son puntos de tangencia. ¿Qué 
unto notable es O de ABC?. 





B) Baricentro 
D) Incentro 


1) Circuncentro 
`) Punto de Georgone 
¿) Ortocentro 





PROBLEMA 


si Les incentro de ABC, Al=IP y PC=6, 
alcule el mínimo valor entero de AC. 


1) 5 B p 

3) 6 

EA 

2) 8 

5) 9 A C 
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espro porro a e 


error rro roer error rro reprrrrrrr....s 


GEOMETRÍA 


PromLeMa LD os | 


Si P es punto de tangencia y baricentro 
de ABC, MP=2, calcule r. 


A) 345 
B) 245 -1 
C) 415 -3 
D) 417 -3 
E) 247 


PROBLEMA 


I es incentro de ABC, MC=CN y Cl=3, 
calcule PQ. 


A 








A) 6 
B) 6,5 
C) 642 
D) 8 

E) 9 








I es incentro de ABC y a-b=4, calcule 
X. 


A) 1 
B) 2 
OS 
D) 4 
E)5 A ' 


PromLema 8 (7-1 108 

Dado los triángulos equiláteros ABC, de 
baricentro G}, CDE, de baricentro O, . 
tal que A, C y E son colineales y B, C y 
D no son colinelales, si AC=2(CD) y 
G,6, =5, calcule G,D. 


A) 1 B3  C)I5 


DW. E) 7 








EDITORIAL CUZCANO 


PROBLEMA ÎS id Cg 


Se tiene el AABC , se trazan la altura BH 








Le 
La 


. 
s 
. 


y la ceviana interior CP tal que BC=CP si + 


mxPCA =15° y mxBAC =60*, calcule 
maXPHA . 

A) 30° B) 37° C) 45° 

D) 539 E) 609 

PromLema ld O 


En un cuadrilátero ABCD, si : 
mZABC = 2(mxABD)=1209 ; 


mxADB = 40% y 
mxXADC =1109 


Calcule la medida del ángulo entre las 
diagonales. 


A) 60° 
D) 75° 


Calcule x. B 
A) 30° 
B) 40° 
E 35° 
D) 45° 
E) 50° 


ProsLeEMA REIA 

En un AABC, se ubica O en la ceviana 
interior BH, tal que mxBAO = mxBCO 
mxAOC = 90 +mxBAO , si mX0DAC =15* 
y BC=12, calcule la distancia de H a 
BC. 


A) 3 
D) 6 


B) 65° 
E) 80° 


C) 70° 








B) 4 
E) 7 


C) 5 


> 


de de Le «e «le «> DO de > 


AENA AAA AA e e a e a A 


- PROBLEMA ÎS kS y Ey 


* A) 115" 


PUNTOS NOTABLES 





Si H es ortocentro de ABC, calcule x. 


B) 95" 

C) 100° 
D) 105° 
E) 110° 





H es ortocentro de ABC, calcule x. 
A) 
B) 


0+0 
0-a 


a+0 





Se tiene el triángulo rectángulo ABC, rec- 
to en B, se construye el triángulo 
equilátero APC (exterior a ABC), si 
mxXACB =15% y AB+BC=12, calcule 
la distancia del baricentro de APC a 
BC. 
A) 4 
D) 7 


ProBLEMA RECA 

Si G es baricentro de ABC, BGP es un 
triángulo equilatero, AN=3(NC]), 
PM=MC y BP=4, calcule MN. 


B) 5 
E) 8 


C) 6 
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AS 
D üO O 


el gráfico H y O, son ortocentro y 
tro de la circunferencia de Euler del 
ingulo ABC. Si BD=DS. 


Icule: HS 





9 





2 B) 242 C) 243 
13 E) 4 





ROBLEMA 


es el circuncentro de ABC y ortocentro 
' EDC, si a+B=75", calcule x. 


) 60° 
) 65° 
) 708 
) 750 
) 80° 








Pope r rr rr rr mPm—P.r.nroporrnrprrmoornprrr porron os 


de e e e e e e e e e ee 


PROBLEMA ÍS kS y Y 


Si H y O son el ortocentro y circuncentro 
de ABC respectivamente y AC=3(BH), 
calcule x. 


A) 53° 

B 429° 
| 8 
C) 45° 








Calcule el cincunradio de ABC, si H y O 
son su ortocentro y circuncentro resp 
tivamente, además el perímetro de la te 
gión triangular equilátera HLO es O y 


HO//AC - 
A) 2 
B) 3 
C) 4 
D) 5 
E) 6 





En un AABC , H es el ortocentro y 41 mi 
el circuncentro, si m4ABH = 2(ma HI 
y BH=BO, calcule mxXHAO 

A) 6° B) 7° C) K” 

D) 9° E) 10° 


PROBLEMA ÍS kS 22 | 


Se tiene un triángulo ABC, se ubica m 
punto O en la altura BH, K y O sun ul 
circuncentro y ortocentro de AME 





EDITORIAL CUZCANO 


respectivamente, si mxABC=60% y 
maxAOH = 40° , calcule mxHOK . 


A) 90° B) 95° C) 100° 
D) 105° E) 110° 


PromLema iD rE 
Se tiene el AABC ; k, l, e l, son sus 
excentros (L es relativo a AB ). además 











l es el incentro de ABC, si 
m<l,l l, =50° , calcule m<l,l l. 
100° B) 110° C) 120° 
E) 140° 



















D) 130° 
1 JBLEMAĴ bE PL 


Si AD-AB=6, AL=4 y CD=DB, cal- 
cule r 


B) 2 
03 
D) 4 
E)5 





'ProBLema SLS PO 


Dado un triángulo rectángulo ABD, rec- 
Jo en B, se construye el triángulo rectán- 
gulo BCD, recto en C, si AB=4(BC), 
AD=5(BC)-7 y la suma de los inradios 
le ABD y BCD es 5, calcule CD. 


A) 3 B) 4 C) 5 
D) 6 E) 7 








N? 126 


FROF 


i mCA =2(mAE), Y CD-AD=16 . 
Calcule r. 





PARRAL LAICOS 


E EEET 


PUNTOS NOTABLES 


A) 5 
B) 6 
C) 7 
D) 8 
E) 9 








En un cuadrilátero ABCD circunscrito, 
AB=AC y mxACD=90" , si BC=12. 
Calcule el inradio de ACD. 


À) 3 B) 1 CIO 
D) 6 E) 7 
PROBLEMA 


Se tiene el trapecio rectángulo ABCD, 
recto en A y B, dicho trapecio es circuns- 
crito, si mXACD=90 y los inradios de 
ABC y ACD son ņ y r, respectivamen- 
te, calcule BC. 


Ll, +r 
A) 2n -E B) Es 
C) r, +2r, D) 3r, -2r, 
E) +r 


ProBLEMAR ATTY 

Se tiene el cuadrilátero inscrito ABCD, 
se ubica E en BC, si CD=3, 
m<BAD = 2(mxEDC) y ED toma su 
máximo valor entero, calcule AB. (Sien- 
do ABED circunscrito de perímetro 26). 


A) 6 B) 8 C) 10 
D) 12 E) 14 











ENa 
mema fE ET 








lo un octógono circunscrito 
SDEFGH, si AB=2(BC)=DE=2 , 
=15 , EF=2,5 , GH=3 y AH=4 , 
ule FG. 





1 B) 1,5 C) 2 
2,0 E) 3 
OBLEMA 


un triángulo ABC, de incentro | y 
ectriz interior AD, se traza IE perpen- 


ular a BC (Ee BC), calcule : 


mAXBID 
mXZEIC 
0,5 B) 1 OUI5 
2 E) 2,5 
nomLema BEY 
1 un cuadrilátero ABCD, 
¿BAD = 1057 mxXABC=13092 , 


¡BAC =30° y mxACD=80", calcule 
medida del ángulo entre AC y BD. 





) 60° B) 65° ETS” 
1) 852 E) 90° 
'ROBLEMA 


e tiene el triángulo rectángulo ABC, rec- 
o en B, en el cual BQ es mediana, traza- 


oA E E + 
nos Z 1BQ, AM1Z y CNI M 
Es 
¡Ne Z ), si MN=24, calcule la distan- 
ia del ortocentro de ABC a AC. 


B) 10 C) 12 


E) 16 


A) 8 
D) 14 

















GEOMETRIA 


PromLema DD EFI 
A. B y C son puntos de tangencia, cAl 
cule &. 


A) 10° 
B) 12° 
C)-157 
D) 16° 
E) 18° 


ProsLema EEEE 
I es punto de tangencia e incentro de 
ABC, si MB=20 y el inradio de ABC mui 
15, calcule x. 








Le 
> 
Le 
$ 
«> 
> 
“ 
de 
> 
> 
“ 
+ 
+ 
> 
+ 
+ 
e 
+ 
Le 
+ 
+ 
b 
nl 
“> 
| 
% 
> 
o 
> 
+ 
“e 
+ 
o 


A) 30° B 
B) 37° M NN 
* ()37%/2 M 


D) 15° 
E) 14° 


Si: OM//BC y MT=MN, calcule s 
A) 30° 
B) 37° 
C) 45° 
D) 15° 
E) 14° 


Prosema REE EYA 


En un triángulo acutángulo AM 

circuncentro O, la prolongación de h, 
corta a AC en P, si m<ABP o" y 
mxXPBC = 20° , calcule m<<BPi 


Pa 


A í 















Le 
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+ 
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> 
$ 
+ 
AS 
+ 
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+ 
nn 
> 
Ze 
$ 
+ 
So 
> 
de 
> 
> 
$ 
+ 
> 
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> 
“> 
> 
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+ 








PUNTOS NOTABLES 


EDITORIAL CUZCANO 

A) 90° B) 25° C) 80° EA 

D) 100° E) 40" En un paralelogramo ABCD en CD se 
f ubica el punto M tal que CM=MD=3, 

Pro N°? 138 en BM 


m 

Se tiene un triángulo isósceles ABC 

(AB=BC) cuyo excentro relativo a BC es 
en el ABEC se traza la altura EH, si 


B =2, calcule AC. 
A) 3 B) 4 C)5 
D) 6 E) 7 





14) Mas 


N° 139 

Se tiene un triángulo equilátero ABC, ins- 
rito en una circunferencia de centro O, 
e traza una cuerda CQ, tal que 
COL AC, si el circunradio de BQO mide 


f, calcule BC. 
A) 12 B) 1242 C) 1243 
)) 13 E) 24 

MADLE PTE 


En los lados AB y BC de un triángulo 
ABC se ubican los puntos P y Q respec- 
vamente, de modo que PQ es tangen- 
e a la circunferencia inscrita a dicho 
riángulo, si los perímetros de las regio- 
hes triangulares ABC y PBO son 24 y 


2, calcule AC. 
A) 5 B) 6 CIJ 
3) 8 E) 9 


Pero AAA AA AAA AAA 


se ubica N de modo que 
BN=2(MN) y mxNDA =mxBCD. Cal- 
cule DN. 


A) 2 
D) 5 


l es incentro de ABC, si AB=BO y 
QC=2(AP), calcule x. 


B) 3 
E) 6 


C) 4 





A) 10° 
D) 14° 


B) 11° 
E) IS” 


C) ig 


Dado un triángulo acutángulo ABC, cal- 
cule la distancia del circuncentro de ABC 
a la altura BF, siendo su circunradio 12 y 
mxXBAC —-mxBCA = 30° . 

A) 3 
D) 6 


B) 4 
E) 7 


C)5 











GEOMETRÍA 





a A NS [E PANAS, e 
AS E OS AA A ARA A 


y Ps Propo ea 


asan AS AT A o A E 
e > nee AS : 
A E ES O eei aa ~. 


> Y re? Semestr: al. o N Ñ 
Intensivo 


A) Circunscriptible B) Exinscriptible 
C) Trapecio D) Inscriptible 
E) Bicéntrico 








tiene el AABC de circuncentro O, se 
sa el punto P exterior y relativo a BC. 
XC es igual al circunradio de ABC y 
'BPC =mxBAC, calcule mxPBC . 


PROBLEMA 


Se tiene el cuadrilátero ABCD, se pro 
longa AB hasta E, si m<ADB = 54°, 


30° B) 37° i BDC = 30° ¿DBC = 78° 
s po mg =30", m T y 
93 E) 6 mxXEBC = 48°, calcule m<BAC. 
onLema NO 145 | A) 10° B) 12° C) 14° 
D) 16° E) 18° 


; incentro de ABC, calcule x. 


PronLeEMA RE 148 


O es circuncentro de ABC y punto de tan 
gencia, si AO//0,Q, calcule AO/r. 


A) /2+1 A 
B) /2-1 
C) V3 
D) 243 -1 
E) V5 





el gráico J, F N y G son puntos de 
gencia, indique que tipo de cuadrilá- 
o es ABCE, si ABCD y AECQ son 
talelogramos. 








Dado el triángulo acutángulo ABC, H y 
O son el ortocentro y circuncentro de 


ABC, si AB=2 y BH=BO=YW2, calcule 





mxXHBO . 
A) 14° B) 15° C) 20° 
D) 30° E) 45° 


Pro rro ro rr roororrr ron ro norroo a a a ooos 











| 


EDITORIAL CUZCANO 





PROBLEMA 


Se tiene el triángulo rectángulo ABC, rec- 
to en B, se traza la ceviana interior AD, 
si CD=2(AB)  BD=2V/3 y 
mxXBCA =15° , calcule la distancia del 
ortocentro de ABC al circuncentro de 
ABD. 


ea B) S P- 
| 3 > ) 3 
p) 2 E) 2 
ES ) 


ProsLeMa CON 


En un triángulo rectángulo ABC, recto 
en B, se traza la bisectriz interior BD, I 


es el incentro de ABC, si BI = 7V2 y 
DI =5V2 , calcule AC. 


A) 30 B)35 C)40 D)45 E)50 


ProsLema NEA 
l es incentro de ABC, ¿Qué tipo de cua- 
drilátero es PBQI? 


A) Rombo 

B) Rectángulo 
C) Inscriptible 
D) Romboide 

E) Cuadrado 


Se tiene el triángulo ABC de incentro | y 
circuncentro O, si K es el circuncentro de 





AIC, mxBCA =20° y mxBAC=60* . 
Calcule mAXKIO . 

A) 14% B) 16° C) 30° 

D) 20° E) 50° 





EEEF FRERET EETA TEETEEEEEAAETEEEELEEEEELEEEEEEEE o a a e 


PUNTOS NOTABLES 


ProsLema E HT 


Dado un AABC de circuncentro O, la rec- 
ta de Euler de ABC corta a AB en L, 
luego se ubican M y N en dicha recta, si 


maxBLO = 60%, mxMAC = mxNCA = 90°, 
AM=2 y NC=4, calcule BO. 
A) 3 B)4 C)45 D)5 


ProsLema RE A 

© 
Por el vértice C de un AABC se traza Z 
paralela a la mediana BN, la prolonga- 





E) 6 





> 
ción de la mediana AM corta a Y en E 


si G es el baricentro de ABC y la suma 
de las longitudes de las medianas del 
AABC es f, calcule el perímetro de la 
región limitada por el triángulo mediano 


del AGCF. 


E E. EE 
Er ) 3 ) > 
31 

D) £ E) 5 


Se tiene el pentágono ABCDE, si : 
mxXBAC =mxCAD y 
mxXDEC =maAxCEB , 
mxABE + m<ADE = 180° 


y AE=30, calcule la distancia entre el 
baricentro y circuncentro de ACE. 


AÀ) 3 B) 4 CLƏ 
D) 6 E) 7 
PROBLEMA 


En los lados AB y CD de un cuadrilátero 
ABCD se ubican los puntos P y Q, si 
PBCQ y APQD son circunscriptibles, cal- 
cule: 


323 








o ML 
CD+AB-BC-AD 
Ne B) > o$ 
ES i y 
D - E) 1 
ES ) 


Si AC=4 y BC=442, calcule 1, +, : 
A) J10-/2 
B) 2/10 -1 
C) V10-43-1 
D) 410 - 42 -1 
E) 2(410- 2-1) 


PromnLema a Y 

Dado un triángulo ABC cuyo ortocentro 
es H, las prolongaciones de AH, BH, 
CH, cortan a la circunferencia circunscri- 
ta al AABC en M, N y L, respectivamen- 
te. Si el perímetro de la región hexagonal 
ALBMCN es 18, calcule la suma de los 
circunradios de los triángulos LHN, NHM 
y LHM. 
A) 9 
D) 16 


Si mAM =mMB, mNB =mNC, mPQ=9" y 
las distancias de My N a BC y AB son 


5 y 12 respectivamente, calcule el inradio 
de ABC. 








B) 12 C) 14 


E) 18 
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GEOMETRÍA 


A) 2 
B) 3 
C) 4 
D) 5 
E) 6 





En una circunferencia se inscribe un trián 
gulo ABC, mxXABC = 90”, se traza la al 
tura BH, en el arco BC se ubica el punto 
Q, tal que sea el excentro de AHB, si 
AQ ABH ={P}. ¿Qué punto notable us 
P de ABC? 


A) Incentro B) Baricentro 


C) Circuncentro D) Punto de Miquel 


E) Ortocentro 


Prose REA 

Se tiene el triángulo rectángulo ABC, ro! 
to en B, mZACB =18* , la mediatriz del 
segmento que une el ortocentro y 0! 
circuncentro corta a AC en D, luego la 
bisectriz del ángulo BAC corta en | n 


BD , si O es el punto medio de AC , | al 
cule mxDEO . 
A) 36° 
D) 60° 


PROBLEMAĴ NO | 63 | 


En un triángulo acutángulo ABC so Ia 
za la altura BM, calcule la distancia ilal 


B) 38° 
E) 45° 


C) 54” 


circuncentro O de dicho triánguli 
aAC, si AM=2, maXMBO- 531” y 
mXZOBC=14” . 

A) 2 B) 3 C) 4 D) 5 LJ G 


EDITORIAL CUZCANO 





PROBLEMA 





Dado un triángulo rectángulo ABC, rec- 
to en B, gira 60° alrededor de A, siendo 


su posición final AB'C', si BC=3410 y 
m<BAC = 37° , calcule la distancia en- 
tre los incentros del triángulo en su posi- 
ción inicial y final. 


A) 5 B) 45 
D) 418 E) 245 


C) 10 





PROBLEMA 





Si T es punto de tangencia, G es el 
baricentro de PQT y 4(BP)=3(PG), Cal- 
cule x. 


A) 14° 

B) 152 y 

C) 37°/2 

D) 53°/2 

E300 A T 


ProsLema ATY 


Dado el cuadrilátero convexo ABCD, se 
traza BH LCD (He CD), si A es el 
circuncentro de BCD, AB=CD y 
mxXHBC = mxBAC , calcule la medida del 
ángulo entre sus diagonales. 
A) 802 B) 82° 

D) 86° E) 90° 


Prosrema JS CA 


E y T son puntos de tangencia, E es el 
'Eircuncentro de ABC y EDCF es un cua- 
drado, calcule x. 








C) 84° 








PORRA AAA 


PUNTOS NOTABLES 


A) 90° 
B) 45° 
C) 539 
D) 75° 
E) 60° 


ProsLeEMA RNS CA N° 168 


En el gráfico %, y Z, son rectas de 
Simson de B y C respecto a los trián- 
gulos ACD y ABD respectivamente. Si 
EF= 6 y ST=5. Calcule mBC, 


A) 60° y 


B) 74° 
C) 106° 
D) 53 
E) 78° 


PromLema RE 
Del gráfico, | es incentro y E es excentro 
de ABC, si DP+DQ=6, calcule el 


exradio del AABC , relativo a BC . 
A) 3 
B) 4 
C)5 
D) 6 
E) 7 


Z 





PROBLEMA 


Se tiene el triángulo acutángulo ABC 
inscrito en una circunferencia de centro 
O, se trazan las alturas CH y AQ. Si 
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II E EEE KR 


ANE 


¡OB =(F) y HF=2(FO), calcule 
FHO . 
37912 
37° 





B) 53°/2 C) 307 


E) 45° 


do un cuadrante AOB, de centro O, 
inscribe una circunferencia tangente a 
3, OB y el arco AB en P, Q y T res- 
ctivamente. ¿Qué punto notable es B 
-ATQ? 


Incentro B) Baricentro 
' Circuncentro D) Ortocentro 
ı Excentro 


ronLema SEA 


y P son puntos de tangencia, si 
T-DC=1 y TD=5, calcule el inradio 
e TBD. 


)1 
) 2 
)3 
)) 3,5 
) 4 


ProsLeMa OBTEN 


ṣi m<MAD = m<MCA y AQ=AP ¿Qué 
yunto notable es Q de MBC? 











> 
e 
+ 
v 
+ 
+ 
$ 
& 
+ 
+ 
$ 
+ 
+ 
+ 
$ 
+ 
> 
& 
+ 
$ 
e 
+ 
& 
9 
> 
+ 
> 
+ 
+ 
+ 
- 
+ 
+ 
+ 


> 
e 
+ 
+ 
+ 
a 
> 
E 
> 
` 
4 
> 
+ 
> 
+ 
+ 
$ 
> 
> 
4 
> 
o 
+ 
+ 
> 
a 
+ 
“e 
o 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 












GEOMETRÍA 


B) Circuncentro 
D) Punto de Nage! 


A) Ortocentro 
C) Excentro 
E) Punto de Steiner 


PromLema a ZA 
Si AM=MC=5 y AD+CD=26, calcule 
el inradio del triángulo AMD. 


Se tiene el triángulo ABC, de inradio +) 
incentro I y m<ABC = 60° , las prolon 
gaciones de Cl y Al intersectan a la ct 

cunferencia circunscrita en M y N respei 

tivamente, la cuerda MN corta a los la 
dos AB y BC enEyF, calcule el per! 
metro de la región triangular EBF. 


A) 243 B) 443 C) 4 
D) 6 E) 643 


PronLema EIA 


Sea He l el ortocentro e incentro respe! 
tivamente de un AABC, tal que le BH , 












si  mXBCA+m2XHCI =902, calcule 
mAXBAC . 

A) 70° B) 72° C) 74° 

D) 76° E) 90° 


PronLema ETA 
T es punto de tangencia. ¿Qué punto 
notable es F de ATH? 


EDITORIAL CUZCANO 





B) Baricentro 
D) Ortocentro 


A) Incentro 
C) Punto de Brocard 
E) Circuncentro 


PROBLEMA 

En un triángulo ABC de ortocentro H, se 
trazan las alturas BQ y AM, luego la pro- 
longación de AM corta a la circunferen- 
cia circunscrita al AABC en P si 
mxACB = 60° , calcule la medida del án- 
gulo entre QM y CP. 


A) 14° B) 15° 
D) 30° E) 45° 


PROBLEMA FSGS 79 

En un triángulo rectángulo ABC, recto 
en B, si M es punto medio de BC , AB=5 
y mxXBAC=2(mxXAMB), calcule la dis- 
tancia entre su baricentro y circuncentro 
de ABC. 
A) 0,5 
D) 2 


PromLemab id 111] 180 
Se tiene un trapecio rectángulo ABCD, 
recto en Ay B,BD corta a CA en P tal 
que AP =2(PC). ¿Qué tipo de triángulo 
es ACD?. 


A) Acutángulo 


C) 16° 


B) 1 
ENZO 


C) 1,5 





B) Obtusángulo 


C) Escaleno D) Isósceles 


E) Equilátero 





als «ls de de 


«e «e de «ls ds 


Pre rAAIAAAAAA 


> se 
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PUNTOS NOTABLES 


PROBLEMA ÎS id 8; D 


Dado un AABC , se traza el cuadrado 

BNPQ, tal que Pe BC y N es incentro 
& ÉS 

de ABC, AN a BQ={S}, si SQ=m y 

NS=n, calcule CN -CP. 


A) n-mY42 B) 2n-m 
C) n+my42 D) nV2-m 
E) nm) 


PROBLEMA 





H y O son ortocentro y circuncentro de 
ABC, si OM=3, calcule HE 


C) 343 
D) 6 
E) 9 





ProsLema CD 83 | 


Dado un triángulo ABC, con centro en 


AC se traza la circunferencia tangente a 
AB y BC, dicha circunferencia contie- 
ne al circuncentro y ortocentro, calcule 


mxABC . 


A) 45° 
D) 75° 


B) 539 
E) 90° 


C) 60° 
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un triángulo ABC, se ubica en su 
¡ión interior el punto P, tal que 
=PC, mxABP =80°, m<BAP = 30° 
mXBPC =140° , calcule m<ACP. 


20° B) 25° C)30° D)35° E) 40° 


oBLeMa RECH 


do un triángulo acutángulo ABC ins- 
ta en una circunferencia %, 

¿ABC = 45" , se prolongan las alturas 
| triángulo ABC hasta un punto de A 
terminando una región triangular de 
rímetro 52, calcule el menor valor en- 
o del mayor lado del triángulo órtico 


ABC. 
O 11 


'OBLEMA P; he 1-1 


O es centro y baricentro del cuadrado 
JRS y del triángulo ABC respectivamen- 


G, y G, son baricentros de AQP y 


C6- DS -EJS 


RS 
1C, calcule : G,G, 
2/3 B 
) 3/5 Q R 
) 5/3 
j 3/2 
P S 
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A) 3,5 B)4 E) 14 


PromLema RECA 188 

Si ED=12 y AE+AB+BC+CD=24 , 
calcule r. 
A) 1/2 
B) 1 

C) 3/2 
D) 2 

E) 5/2 


ProsnLema LD CUY 189 

Dado un triángulo isósceles ABC, 
AB=BC se traza la ceviana interior AM 
tal que MC =2(MB), en AM se ubica el 
punto L, tal que m4BLC=90?, si Q es 
punto medio de AC , calcule m<ALQ . 
A) 60° B) 75° C)-90° 

D) 120° E) 135 


C) 4,5 D)7 














A) 5° 














EDITORIAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 
PROBLEMA > PRroBLEMAR LE UY] 
Si H es punto de tangencia y ortocentro > Del gráfico, AB=6 y BM=MC, calcule 
de ABC, calcule x. . Ri 
A) 26° > A) 2 
B) 27 E les 
a + C)4 
A 2 D)5 
D) 29° > E)6 
E) 30° $ PROBLEMA ÍS GS 95 


En un triángulo ABC se traza la ceviana 
interior BD, tal que AB=DC, si : 


mxBAD _ mxXBCD 
2 4 
Calcule mxABD . 


B7 as 


mxXABD = 





D) 89 


ProsLEMA RLE CYA 
Se tiene un triángulo isósceles ABC, de 
base AB , si la ceviana interior BN pasa 


por el circuncentro de ABC y 
mxABC = mxANB, calcule m<NBC. 
A) 22°30' B) 10°30' GIS” 

D) 20° ENZO” 


Si E, B y F son puntos de tangencia y 
EF=15, calcule r. 


A) 4 
B) 5 
C) 6 
D) 7 
E) 8 





E) 102 


Pros re e enrorcoeroaos 
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En un cuadrilátero ABCD circunscrito a 
una circunferencia de centro O, donde P 
es el punto de tangencia con BC, si 
mZABC = 909 AB +CD = 21 y 
AD+ỌOC =17 , calcule el inradio de OPC 


A) 1 B) 1,15 C)2 D) 2,5 E 3 


PronLema 0 BUT] 
I es incentro de ABC, AB=13, BC=15, 
AC=14 y BI=IP calcule x. 


A) 42° 

B) 44° 

C) 45° 

D) 49930 ' 
E) 46 


PROBLEMA LD CYA P 


calcule x. 


Si PB=2(BQ), 
A) 10° 
B) 209 
C) 309 
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BLEMA $. b €]: 


un triángulo ABC, se trazan la altura 
y la bisectriz interior AL, S es la pro- 
sión ortogonal de L sobre la paralela 


C traza por B, tal que el circuncentro 
HBS se encuentra en AL, calcule 
ABC . 
50° 
120° 


Lema FTE] 

un triángulo ABC de incentro l, sea 
unto medio de AC, las rectas Al y 
sortan en Py Qa BM respectivamen- 
si BP=6, QM=4 y 2(Bl)=3(ID) 
>> AB y BD es bisectriz interior), cal- 
» PQ. 

) B) 5 
3 E) 2 


omLema RETT] 


ique el valor de verdad de las siguien- 
proposiciones : 


B) 75° 
E) 135° 


GPI” 


C) 4 


Un triángulo exincentral es equilátero 
si su respectivo triángulo órtico es 
equilátero. 
Un triángulo y su triángulo mediano 
tienen la misma recta de Euler. 

, El triángulo tangencial puede ser rec- 
tángulo. 


VVV B) VFV C) FFV 


VVF 


osema RE 
ABCD es un cuadrado, MN=12 y 
=16, calcule r. 


E) FFF 
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GEOMETRÍA 


A) 1 
B) 2 
013 
D) 4 
E) 5 








Se tiene un triángulo acutángulo ABC de 
circuncentro O, si A', B' y C' son los 
circuncentros de COB, AOC y AOB, 
¿Qué punto notable es O del triángulo 


A'B'C'? 

A) Incentro B) Baricentro 
C) Ortocentro D) Circuncentro 
E) Excentro 


PromLema RETA 

Se tiene un trapecio isósceles ABCD 
(AB//CD), si BD=10, calcule la distan 
cia entre los ortocentros de ABC y ADU 


A) 5 B) 6 C) 7 
D) 8 E) 10 


Los ángulos agudos de un triángulo re: 

tángulo ABC, recto en B, se diferencian 
en 20°, la mediatriz de AC corta en P al 
arco BC de la circunferencia circunscr! 
ta, luego se traza PE perpendicular a Al 
(E esta en la prolongación de AB), sien 
do O el circuncentro de ABC, calcule la 
medida del ángulo entre OE y la recta «e 





euler de ABC. 
A) 32 B) 5° 2 RE d 
D) 10° E) 15° 











EDITORIAL CUZCANO 


Si MN=3, LB=2, CD=5 y AE=1, cal- 
cule el perímetro de la región pentagonal 
ABCDE. 


A) 10 
B) 15 
C) 22 
D) 25 
E) 30 








T es punto de tangencia y G es baricentro 
de ABC, ¿Qué tipo de cuadrilátero es 
ABTP? 


A) Inscriptible 


B 
B) Trapezoide 
C) Rombo T 
D) Bicentrico 
p € 
E) Trapecio 


Exteriormente al triángulo ABC se cons- 
truyen los triángulos equiláteros ABE y 
BCH, si M, N y P son los baricentros de 
ABE, ABC y BHC respectivamente, cal- 
cule mxMNP , 


A) 60° B) 75° 
D) 120° E) 135° 


ProsLeEMA RSET 208 


Calcule el perímetro de la región trapecia! 
inscrita en una circunferencia, sabiendo 
que dicho trapecio esta circunscrito a otra 
circunferencia de radio R, además uno de 
sus ángulos interiores mide 30%. 


A) 10R B) 12R C) 14R 
D) 16R E) 18R 


C) 909 
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PUNTOS NOTABLES 


PROBLEMA 


En un triángulo ABC, se ubica D en la 


región exterior relativa a BC , tal que AC, 
BD y el circunradio de ABC son iguales 
y mZADC = 30° calcule la medida del 
ángulo entre AD y BC. 

A) 60% B) 18° C) 24% D)30* E) 37" 
PROBLEMA 

Si AB=BC, calcule x. 

A) 10° 

B) 20° 

C) 30° 

D) 40° 

E) 45° 





Calcule x. Si AB=AC. 
A) 90° 

B) 150° 
C) 110° 
D) 120° 
EJ 139° 








Si A, T y D son puntos de tangencia, O, 
y O, son circuncentros de ABT y TCD, 
calcule la medida del ángulo entre 0,0, 
y OT. 

A) 609 B T C 

B) 75° 

C) 90° 

D) 120° 
E) 135° 








AN 
UZCAN< 
ROBLEMA ri EN 


e tiene el cuadrilátero ABCD, las .¿ 


lagonales se cortan en E, si AB=BE, 
1¿EDC =mxABC = 2(mxBEA), ¿qué 
unto notable es A del triángulo BCD? 
B) Ortocentro 
D) Circuncentro 


) Excentro 
) Punto de Steiner 
) Punto de Miquel 


ado un triángulo rectángulo ABC, rec- 
ren B, exteriormente se construyen los 
iángulos equiláteros ARB y BSC, si RC 
SA se cortan en L, indique que punto 
stable es B de RSL. 
) Baricentro 

) Ortocentro 
ircuncentro 

) Punt» de Brocard 


rosLeEMA EGO 

n un triángulo ABC se trazan las 
'wianas interiores AM y CN que se cor- 
n en T, si los triángulos AMB y BNC 


m isósceles de bases AB y BC y 


B) Incentro 
D) 


T=AC. ¿Qué punto notable es T de 
BC? 

) Incentro B) Baricentro 

) Ortocentro D) Circuncentro 

| Cevacentro 


D, E y C son puntos de tangencia y 
B=BC, indique que punto notable es k 
2 SDO. n 


| Punto de Brocard AAN 
LNN S 


) Punto exmediano E 









) Ortocentro 
) Baricentro 
| Incentro 
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GEOMETRÍA 


ProsLeMA Ly) E 


T, P y Q son puntos de tangencia. ¿Qué 
punto notable es D del triángulo ABC? 


A) Baricentro 
B} Punto de Lemoine B 
C) Ortocentro 
D) Circuncentro 
E) Incentro 


PromLema ATA 

La circunferencia inscrita en el triángulo 
ABC, es tangente a los lados AB, BC y AC 
en M, N y P respectivamente, las 
bisectrices interiores de los ángulos BAC 
y ACB cortan a MN en R y Q respectiva- 
mente. ¿Qué punto notable es el 
incentro de ABC del triángulo PQR? 


B) Baricentro 





A) Incentro 
C) Ortocentro 
E) Punto de Nagel 


PromLema iy 

Si AM=MC, ¿Qué punto notable es 1 
de ABC? 

A) Baricentro p 

B) Punto de Jerabeck 

C) Ortocentro 

D) Incentro 

E) Circuncentro A M a 


PromLema Ly 710 

En un cuadrilátero ABCD, tal que 

AB=BC, mxBDC= 2(mxXBAC) y 
mxBDA = 2(mxXBCA) 

¿Qué punto notable es D de ABC? 

B) Circuncentro 

D) Ortocentro 


D) Circuncentro 


A) Cevacentro 
C) Excentro 
E) Punto de Brocard 








EDITORIAL CUZCANO PUNTOS NOTABLES 
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PROBLEMARA I 


38° Olimpiada Internacional - Mar de 
Plata 1 997 


XX Olimpiada Iberoaméricana 
Cartagena de Indias, 2005 
Sea O el circuncentro de un triángulo 
acutángulo ABC y D un punto en el me- 
nor arco BC de la circunferencia cir- 
cunscrita a dicho triángulo. Sean E y 
F punto de AB y AC respectivamente, 


tales que mzxBDE=mzx0AC y 
mxXCDF = m<0AB . 


Demuestre que EF pasa por el ortocentro 
del triángulo ABC. 


Se da un ángulo de vértice M y un punto 
B, una circunferencia arbitraria que pasa 
por M y B interseca a los lados del An 
gulo en los puntos E y D (distintos de 
M). Hallar el lugar geométrico de los 
baricentros de los triángulos MCD. 


PERA 


PROBLEMA 


Dado un triángulo no degenerado ABC, 
O es su circuncentro, H su ortocentro y ' 
R su circunradio. 


PROBLEMA 41” IMO 2 000 


P es un punto en el interior del triángulo 
ABC. Las perpendiculares desde P sobre 
los lados BC, CA y AB intersecan a di- 
chos lados en D, E y F respectivamente. 
Demostrar que P es el circuncentro si uno 
de los triángulos AEF, BDF, CDE tiene 
perímetro no mas que DEF 


PromLemaL E] 


Prueba de selección para IMO 
2000 Brasil 


Sean CC', BB' alturas del triángulo 
ABC, suponga AB*AC. Sea M punto 
medio de BC , H ortocentro del triángu- 
lo ABC y D la intersección de BC y 
B'C'. Demostrar DH L AM . 


Demostrar : OH<3R 


PROBLEMARA J 


17° Olimpiada Brasil - 1 995 


$ 
+ 


TERA 


Sea ABCD un cuadrilátero convexo al 
mismo tiempo inscriptible y 
circunscriptible, sean l su incentro, O su 
circuncentro y S el punto de intersección 
de las diagonales. Demostrar que si dos 
puntos I, O y $S coinciden entonces ABCD 
es un cuadrado. 


¿ERA 














2° Olimpiada de matemática de 
Centroamérica y el Caribe - El Salvador 
2 000 


Sea ABCDE un pentágono convexo sean 
P Q, R y § los baricentros de los triángu- 
los ABE, BCE, CDE y DAE respectiva- 
mente. Demostrar que PQRS es un 
paralelogramo y que el área de su región 


2 
es y del área de ABCD. 


PROBLEMA 


16° Olimpiada de Matemática de los 
países balcanicos - Macedonia - 1 999 





Dado un triángulo acutángulo, sea D el 
punto medio del arco BC de la circunfe- 
rencia circunscrita al triángulo ABC, que 
no contiene A, sean E el simétrico de D 
con respecto a las rectas BC y F simétrico 
de D con respecto al circuncentro O. Fi- 
nalmente sea K el punto medio del seg- 
mento EA. Probar que la circunferencia 
que pasa por los puntos medios de los 
lados del triángulo ABC, también pasa 
por K y a su vez demostrar que la recta 
que pasa por K y el punto medio del seg- 


++ oo 


«e 


> + Þ 


GEOMETRÍA 


PRroBLEMA DA] 


12° Olimpiada Iberoamericana de 
Matemáticas - México 1 997 


En un triángulo ABC sean AE y BF dos 
alturas, y sea H el ortocentro. La recta 
simétrica de AE respecto a la bisectriz 
(interior) del ángulo en A y la recta simo 
trica de BF respecto a la bisectriz (inte 
rior) del ángulo en B se intersecan en U 
Las rectas AE y AO cortan por segunda 
vez a la circunferencia circunscrita al 
triángulo ABC en los puntos M y N rus 
pectivamente. Sean P, la intersección «e 
BC con HN; R, la intersección de BC con 
OM; y S, la intersección de HR con UL 
Demostrar que AHSO es un 
paralelogramo. 


PROBLEMARA GE O| 


Sea I el incentro del triángulo ABC. La 
circunferencia inscrita de ABC toca a los 
lados BC, CA y AB en K, L y M resp 

tivamente. La línea que pasa por H y 
que es paralela a MK interseca a las li 
neas LM y LK en R y S respectivamente 
pruebe que el ángulo RIS es agudo 


39° IMO 1 9H 
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mento BC es perpendicular a la recta AF. 
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